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Préface

Deux spécialistes éminents, 'un des méthodes asymptotiques, I'autre de la
simulation des écoulements avec couche limite, ont fait un effort manifeste,
d’une part pour comprendre leurs méthodes respectives, d’autre part pour
progresser en commun. Cela donne ce livre, trés original, qui apporte une
contribution importante au probléme du calcul des écoulements laminaires, a
grand nombre de Reynolds, avec couche limite modérément séparée.

Les outils de base sur lesquels se construit le livre ne sont pas nouveaux.
Méthodes asymptotiques, équations différentielles ordinaires, mécanique des
fluides, équations d’Euler et de Prandtl, telles sont les briques dont 1’assem-
blage original conduit & 1’édifice présenté. Quelques exemples, menés jusqu’a
I’application numérique, rendent les résultats convaincants. Par ailleurs, des
exemples classiques : couche limite au second ordre, modéle en triple pont,
pour un décollement localisé, sont retrouvés comme conséquence de cette nou-
velle construction.

Ou est donc la nouveauté ? Elle réside dans V'effort de réflexion effectué
pour repenser complétement 'application des méthodes asymptotiques a la
résolution de problémes comportant une couche limite. Le lecteur est guidé
dans ce cheminement & travers dix chapitres. Les chapitres 2 & 6 sont consacrés
aux méthodes asymptotiques, en général, et a leur utilisation pour résoudre
des problémes d’équations différentielles ordinaires comportant un petit para-
métre. La apparait la premiére occasion de découvrir le caractére nouveau
du procédé recommandé par les auteurs. En général, on utilise des développe-
ments asymptotiques appropriés a des régions différentes et le raccord entre les
développements joue un role essentiel. On peut, au bout du compte, construire
un développement composite que les auteurs appellent approximation unifor-
mément valable. Cette nouvelle terminologie marque le changement de straté-
gie. Le développement composite est ’aboutissement d’une procédure d’aller
et retour entre les régions avec application d’une régle de raccord a chaque
étape. L’approximation uniformément valable, plus exactement sa forme a
priori, est ici le point de départ des auteurs. Ils en ménent la construction de
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front, c’est-a-dire sans aller et retour, en substituant dans les équations et les
conditions aux limites, et en minimisant progressivement ’erreur en un sens
asymptotique. Les auteurs montrent que 'on arrive au méme résultat qu’en
appliquant la méthode des allers et retours avec conditions de raccord.

Il faut aller juqu’au traitement des couches limites, en mécanique des
fluides, & partir du chapitre sept, pour voir que ce que I'on a gagné est déci-
sif. En effet, la méthode des développements asymptotiques raccordés bute,
dans ce cas, sur I'impossibilité de résoudre les équations de Prandtl au-dela du
point ou le frottement pariétal s’annule. De nombreux chercheurs ont essayé
de surmonter la difficulté en introduisant une interaction entre écoulement
non visqueux et couche limite, mais il fallait renoncer & tout développement
asymptotique alors que l'on en gardait I’esprit. Le procédé des auteurs, qui
s’inspire de ce qu’ils ont présenté sur des équations différentielles, consiste & su-
bodorer une approximation uniformément valable procédant en puissances de
Re~1/2 ou Re désigne le nombre de Reynolds. On substitue dans les équations
de Navier-Stokes, ainsi que dans les conditions aux limites, et 'on cherche a
rendre les restes aussi petits que possible, asymptotiquement. On traite simul-
tanément écoulement non visqueux et couche limite en imposant aux deux si-
mulations d’étre aussi proches que possible dans une région qui est commune
aux deux domaines de validité. Il n’y a plus d’aller et retour avec conditions de
raccord, car ces derniéres sont implicitement contenues dans le processus de
construction, par minimisation asymptotique de I'erreur, de ’approximation
uniformément valable. Les auteurs s’assurent que 1’on retrouve le méme résul-
tat qu’avec la méthode des développements asymptotiques raccordés, lorsque
celle-ci fonctionne, y compris le cas du triple pont pour un décollement dont
I'extension longitudinale est de Pordre de Re3/8. Ici, le décollement n’a plus
A étre localisé, mais il ne peut étre massif, ce qui n’est pas étonnant.

J’ai été, personnellement, trés séduit par ce livre et je viens d’essayer d’ex-
pliquer pourquoi. Je suis persuadé que des chercheurs chevronnés partageront
cette opinion et que de jeunes chercheurs verront des perspectives de recherche
s’ouvrir devant eux.

Meudon, Jean-Pierre Guiraud
9 février 2004 Professeur honoraire
Université Pierre et Marie Curie

Paris
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Introduction

L’histoire des rapports entre la science et la technique est surprenante et
tumultueuse comme celle d’un couple alliant I’amour, la haine et la nécessité.
On peut bien siir s’extasier, & juste titre, devant les merveilles obtenues par
la pensée dans ’étude du mouvement depuis Aristote jusqu’a Einstein en
passant par Galilée, Newton et Laplace. On peut aussi étre séduit par les
réussites de la technique depuis la roue jusqu’a ’ordinateur en passant par la
lunette astronomique et I’avion. Bref, au-dela de l'interrogation séculaire sur
la prééminence de 'une sur l'autre, la science et la technique ne sont-elles pas
les deux visages de l'intelligence et de la raison ?

La physique moderne peut-elle se contenter des modéles mathématiques
qui 'ont amenée aux confins de la connaissance de notre monde macrosco-
pique ? Non, a I’évidence, les hommes ont besoin de réaliser des objets, de
vérifier leurs théories, d’expérimenter, de simuler, d’explorer. En somme, les
hommes ont besoin de chercher, de créer et de comprendre.

Actuellement, la science du mouvement, la mécanique, repose sur trois
appuis qui assurent son équilibre : la modélisation mathématique, la simu-
lation numérique et ’expérience. Or, le colt de l'expérimentation, la diffi-
culté de la modélisation et la puissance sans cesse accrue du calcul numé-
rique ont déséquilibré ce bel édifice au détriment de la réflexion. Le lien étroit
entre le modéle mathématique construit par le physicien et les mathématiques
nécessaires a sa résolution, mathématiques parfois trés difficiles, conduit trop
souvent & renoncer & l'analyse du modéle au profit de sa résolution numé-
rique. Bien stir, les mécaniciens ne peuvent attendre les mathématiciens pour
avancer dans I'analyse de leurs modéles. Ils doivent cependant préparer la
voie des mathématiques par une grande rigueur dans les raisonnements heu-
ristiques qu’ils ménent. De nombreux outils mathématiques ont été mis en
ceuvre depuis Leibniz et 'avénement de I’analyse dans le monde trop limité
de la géométrie. La puissance des mathématiques dans ’écriture des modéles
et la recherche des solutions des problémes a permis des progrés considérables
en physique. Des résultats parfois surprenants ont été obtenus dans ce que les
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physiciens pourraient appeler d’'un terme générique «la théorie de ’approxi-
mation ».

Ainsi, parmi les différents outils d’analyse et d’approximation, il y a déja
longtemps que les séries divergentes étaient utilisées. Elles ont donc intéressé
les mathématiciens, non sans raisons. Calculés & partir de fonctions bien défi-
nies, les termes de ces séries devaient nécessairement contenir une information
sur les fonctions développées. En général, ces séries divergentes ne sont autres
que des séries asymptotiques. A la différence d’une série convergente, une
série asymptotique est telle qu'une somme partielle représente la fonction
développée d’autant mieux qu’un certain paramétre est petit. Quand le para-
métre est nul, ce cas limite donne exactement la fonction avec le premier
terme de la série. Lorsque le paramétre n’est pas nul mais simplement petit,
toute somme partielle est donc une approximation de la fonction. On note de
fagon générique € un petit paramétre. Ce petit parameétre est déterminant en
physique pour réduire le modéle mathématique considéré a un modeéle plus
simple dont la solution est une approximation de la solution du modéle plus
général.

Bien plus que la notion de série asymptotique, c’est celle de développement
asymptotique (DA) qui va étre au centre de notre réflexion et, peut-étre plus
généralement, la notion d’approximation. Comme le mot «théorie» qui peut
avoir plusieurs degrés dans sa signification, le mot « approximation » peut étre
connoté de facons trés différentes. Méme si on se limite & la physique mathé-
matique, 'ambiguité existe. Contrairement aux recommandations nécessaires
a tout raisonnement rigoureux formulées par Euclide, le mot approximation
a deux sens différents. Une approximation asymptotique est obtenue, au sens
mathématique, pour des valeurs de € aussi petites que 'exige le formalisme,
la précision de 'approximation étant ici parfaitement définie. En revanche,
au sens physique, I’approximation est recherchée pour une valeur donnée du
paramétre et sa précision n’est pas connue a l’avance.

Le but de cet ouvrage est aussi de concilier les deux définitions en propo-
sant une méthode, la méthode des approrimations successives complémentaires
(MASC) qui, tout en suivant un formalisme rigoureux, tient compte du fait
essentiel que 'on doit résoudre des problémes concrets. La MASC s’adresse
aux problémes qualifiés de perturbation singuliére qui sont 'objet de I'étude
tout au long de cet ouvrage. Ce sont les problémes pour lesquels, quand ¢ — 0,
la solution ne tend pas uniformément vers la solution du probléme réduit
correspondant, obtenu quand € = 0. Il convient de préciser que cette non-
uniformité se présente dans un domaine de dimension inférieure au domaine
initial ; c’est pourquoi il est usuel de qualifier le probléme posé de probléme
de couche limite.

La non-uniformité d’une approximation de la solution quand un parameétre
est petit est un probléme mathématique. Or, nous avons la chance, en tant
que physiciens, de pouvoir identifier les grandeurs connues et inconnues a des
grandeurs physiques. Ces informations capitales sur la nature du probléme
physique que 'on souhaite traiter permettent ainsi une meilleure compré-
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hension du modéle mathématique. C’est d’abord le cas de ’adimensionnali-
sation & ’aide d’échelles caractéristiques qui permet de reconnaitre que des
paramétres sont petits. D’ailleurs, c’est & travers les choix multiples offerts
par la description physique pour adimensionnaliser que ’on peut soupgonner
des perturbations singuliéres.

Ainsi, I’écoulement d’un fluide autour d’un profil d’aile d’avion, si I'on se
place loin du profil, est-il pratiquement non visqueux. Pourtant, pour un écou-
lement stationnaire incompressible, les équations qui régissent cet écoulement
sont les équations de Navier-Stokes dans lesquelles, sous forme adimension-
née, le seul parameétre physique est le nombre de Reynolds. Or, loin du profil,
I’échelle de longueur caractéristique est telle que le nombre de Reynolds est
trés grand devant 'unité et 'on peut négliger son inverse. On obtient les
équations d’Euler, comme si 'on avait négligé la viscosité. Ce n’est pas que
la viscosité du fluide prend une valeur différente, c’est que loin du profil, son
influence est négligeable parce que le gradient de vitesse est suffisamment
faible. A contrario, prés du profil, elle doit jouer un role. Ceci veut dire que
la longueur caractéristique change, et qu’elle doit permettre de prendre en
compte la paroi du profil ou les phénomeénes visqueux sont essentiels. Alors, le
nombre de Reynolds n’est plus grand. Prés du profil, les équations de Navier-
Stokes se réduisent, si ’on s’y prend bien, a celles de couche limite, probléme
plus simple qui permet de vérifier les conditions & la paroi.

Comment construire une approximation uniformément valable (AUV) de
la solution des équations de Navier-Stokes en utilisant des solutions des équa-
tions d’Euler, valables seulement loin du profil, et des solutions des équations
de couche limite, valables seulement prés du profil? Voila la question clé a
laquelle on souhaite répondre pour ce probléme physique particulier. Natu-
rellement, d’autres problémes seront envisagés, mais l'idée centrale est la.
Comment trouver les problémes réduits caractéristiques et leurs domaines de
validité, comment les lier entre eux et, finalement, comment construire une
approximation du probléme initial, telles sont les démarches qui vont animer
cet ouvrage. Bien siir, le domaine central d’application est celui de la méca-
nique des fluides mais les chapitres 2 & 6 ont une portée générale et peuvent se
révéler trés utiles pour les physiciens et plus généralement pour les modélisa-
teurs confrontés a des parameétres grands ou petits conduisant a des problémes
de perturbation singuliére.

Le chapitre 2 est une introduction a ces questions. L’exemple de 'oscilla-
teur linéaire, pourtant simple, montre bien que ’adimensionnalisation est la
premiére clé qui permet de préciser la nature du modéle mathématique traité.
Dans ce cadre, ’habileté du physicien & comprendre son sujet et & le modé-
liser reste évidemment 1’arme essentielle pour le traiter. Le probléme modéle
de Friedrichs, d’une simplicité telle que la solution exacte est immédiate, est
le modéle pédagogique par excellence d’un probléme singulier, au point que
les grandes méthodes de résolution sont esquissées sur cet exemple. En fait, la
suite se focalise sur deux méthodes. L’une, la plus connue et la plus célébre,
est la méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR), l'autre,
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moins connue et I’on verra pourquoi, est la méthode des approximations suc-
cessives complémentaires (MASC) qui sera au cceur de la suite de ouvrage.

Le chapitre3 concerne la structure de la couche limite. En général, les
considérations physiques donnent les indications nécessaires pour localiser les
couches limites. Toutefois, sur un probléme trés simple, une équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre dont la solution exacte n’est pas connue, la
localisation de la couche limite sera étudiée comme un probléme de stabilité.
Quelques cas seront abordés a travers la recherche d’une approximation de la
solution et les structures correspondantes de couches limites nécessaires seront
étudiées. Il s’agit toujours d’un probléme aux limites, probléme qui peut ne
pas bénéficier d’un théoréme d’existence comme cela est possible localement
pour un probléme aux valeurs initiales.

Dans le chapitre 4, les définitions mathématiques essentielles sont énoncées.
Un choix délibéré a été fait : allier la rigueur et la simplicité. Aprés avoir défini
un ordre total dans un ensemble de fonctions d’ordre, on définit I’ordre d’une
fonction ; ceci explique pourquoi deux notations différentes existent dans la
littérature, les notations de Hardy étant réservées aux fonctions d’ordre alors
que les notations de Landau sont utilisées pour les fonctions. On accordera une
importance particuliére aux fonctions de jauge qui, soigneusement choisies en
fonction du probléme traité dans les classes d’équivalence, permettent d’in-
troduire de «l’unicité» dans les développements asymptotiques. C’est dans
ce texte que la notion de DA est rappelée. Pour beaucoup un DA est régulier,
c’est un développement au sens de Poincaré. Or, un DA est plus général que
cela et 'on verra pourquoi ce point est capital. Plutét que de "appeler non
régulier, ce qui pourrait introduire une fausse idée, on a choisi de le nommer
DA généralisé.

Le chapitre5 est le coeur de 'ouvrage. Son titre, Méthodes des approxi-
mations successives complémentaires, est lié au fait que le but central est la
recherche d’approximations de la solution d’un probléme et que cette simple
idée revient a reprendre les méthodes plus classiques d’un autre point de vue.
Dans le cadre de la MDAR, aprés avoir rappelé les notions classiques de déve-
loppement extérieur et intérieur sur un exemple simple, quelques définitions
essentielles telles que la notion d’opérateur d’expansion et d’approximation si-
gnificative apportent le minimum de formalisme nécessaire. On explore ensuite
le raccord asymptotique en comparant les mérites respectifs du raccord dit
intermédiaire érigé en régle et ceux du principe de Van Dyke (PVD) d’utilisa-
tion plus systématique. On montre comment, a partir de la construction d’une
AUV appelée composite, un principe modifié de raccord (PMVD) permet d’éli-
miner quelques contre-exemples connus. Cette réflexion sur le raccordement,
qu’il soit formel ou qu’il soit basé sur la notion de recouvrement, notion parfois
illusoire en pratique, conduit & renverser le propos et a considérer que c’est la
forme supposée d’'une AUV qui doit conduire & la méthode permettant de la
construire. C’est dans cette optique qu’est proposée la MASC, méthode qui
montre que la MDAR, particuliérement adaptée lorsque des DA réguliers suf-
fisent, est contenue dans la MASC. Cette méthode nécessite une réflexion plus
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approfondie que la MDAR, particuliérement dans son initialisation. Elle de-
vient trés intéressante dans sa mise en ceuvre quand, pour des raisons diverses,
la MDAR n’est pas adaptée ou quand une AUV est nécessaire a ’analyse du
probléme.

Les équations différentielles du second ordre sont traitées a ’aide de la
MASC dans le Chap.6. En fait, les deux méthodes, la MDAR et la MASC
sont systématiquement comparées dans plusieurs cas. L’étude d’une équation
dont les coefficients sont suffisamment réguliers est traitée en détail, mon-
trant, méme sur cet exemple, 'intérét de la MASC. Quelques cas singuliers
sont évoqués, en particulier, quand un logarithme apparait avec la MDAR
alors que la MASC montre que cette singularité n’est liée qu’a la méthode.
En fait, le comportement logarithmique ne se dégage que comme le compor-
tement asymptotique de la solution quand ¢ tend formellement vers zéro, ce
qui, en pratique, n’est jamais le cas. Tous les exemples traités conduisent
finalement & la conclusion que l'utilisation des DA généralisés nécessite une
réflexion plus approfondie, réflexion qui se révéle superflue dans les cas les
plus simples, indispensable dans des cas que la MDAR ne saurait régler
seule.

Le chapitre7, consacré a 1’étude d’écoulements a grand nombre de
Reynolds, est le passage de la théorie abstraite a un probléme physique de pre-
miére importance en mécanique des fluides, la couche limite. D’ailleurs, tous
les chapitres suivants concernent la couche limite en mécanique des fluides.
Il est intéressant de noter que le terme couche limite est devenu & 1'usage un
terme mathématique. La MDAR a travers le PMVD donne un éclairage pré-
cis & la théorie de la couche limite de Prandtl et & la théorie du triple pont
qui la compléte utilement. Cette derniére théorie fournit notamment une ana-
lyse détaillée de certains types d’écoulements décollés. A Paide d’une méthode
intégrale, une analyse simplifiée des problémes posés par le décollement est
donnée. Cette analyse permet de comprendre pourquoi les modes inverse et
simultané sont mieux adaptés au traitement de certains écoulements décollés
que le mode direct. Cette connaissance est évidemment capitale pour passer
a I'étape du calcul numérique.

C’est dans le chapitre 8 que les diverses dégénérescences des équations de
Navier-Stokes sont étudiées a I'aide de la MASC. On amorce 'approxima-
tion avec les équations d’Euler. Comme ce modéle n’est pas valable partout,
en particulier au voisinage des parois ou aucune condition n’est écrite, on
compléte approximation grace aux DA généralisés en ajoutant un terme de
couche limite pour rechercher une AUV. Cette analyse permet de construire
des modéles de couche limite interactive (CLI) au premier ordre et au second
ordre. Ces modéles sont analysés en fonction de leur précision. En particulier,
pour un écoulement extérieur irrotationnel, la précision est suffisante pour
écrire des modéles réduits de CLI. Ces couches limites interactives réalisent,
grace aux DA généralisés, le couplage fort entre les zones visqueuses et celles
dites non visqueuses. La hiérarchie de ’analyse entre ces zones ainsi que le
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raccord asymptotique n’existent plus. Les DA généralisés et la MASC qui en
découle sont donc la justification rationnelle des CLI.

Le chapitre9 donne quelques résultats de calcul. D’abord, 1’écoulement
autour d’une bosse standard déformant une plaque plane est calculé en pré-
sence de décollement. Ensuite, le cas de plusieurs écoulements amont rotation-
nels est abordé. Ceci est particuliérement intéressant parce que la réduction
de la CLI ne se fait pas aussi simplement que pour un écoulement irrotation-
nel. Les résultats de la MASC sont comparés aux calculs faits pour le modéle
de Van Dyke et aux solutions numériques des équations de Navier-Stokes. On
peut ainsi vérifier que, plus le caractére rotationnel de I’écoulement amont est
faible, plus les résultats sont conformes a ceux donnés par le modéle Navier-
Stokes.

Le chapitre 10 est consacré & la recherche des théories maintenant clas-
siques que sont les théories de Prandtl, de Van Dyke et du triple pont a partir
de la CLI et non & partir des équations de Navier-Stokes. On voit bien com-
ment les diverses dégénérescences des équations de Navier-Stokes, obtenues
pour de grands nombres de Reynolds, s’emboitent les unes dans les autres. On
distingue d’abord, grace a la MASC généralisée, les CLI au premier ordre et
au second ordre puis, en utilisant la MASC réguliére, équivalente a4 la MDAR,
les modéles de Prandtl et de Van Dyke au second ordre et le modéle du triple
pont.

Gréace a la MASC, la couche limite turbulente est reprise dans le Chap. 11.
Il est d’abord rappelé que, sous des hypothéses liées a des résultats expérimen-
taux, le PVD, ou mieux le PMVD, montre ’existence d’une zone de recouvre-
ment logarithmique sans aucune hypothése apparente de fermeture. La MASC
appliquée a ce probléme montre sa capacité & mieux modéliser le probléme
physique. Adaptée a des valeurs de e certes petites mais loin d’étre nulles,
la MASC montre que, pour pouvoir construire une AUV, il est nécessaire
d’écrire une loi de fermeture. De plus, ’AUV permet de mettre en évidence le
caractére asymptotique de la loi logarithmique obtenue formellement quand
e —0.

Les annexes apportent quelques compléments tout en allégeant le texte.
Apres chaque chapitre, des énoncés de problémes assez détaillés donnent la
possibilité au lecteur d’exploiter pleinement les résultats du chapitre corres-
pondant. Les solutions, trés complétes, sont données a la fin du livre. Certains
problémes sont de véritables sujets de recherche et sont issus de résultats sou-
vent non publiés.

Nous espérons que cet ouvrage donnera au lecteur les éléments essen-
tiels, a la fois mathématiques et pratiques, pour comprendre et appliquer les
méthodes asymptotiques classiques d’étude des couches limites. Dans de nom-
breux problémes de physique mathématique, ces méthodes sont & la base d’une
compréhension fine de la structure de la solution, ce qui en conditionne souvent
une résolution numérique appropriée. En outre, nous pensons que la MASC
apporte un éclairage nouveau sur la recherche d’'une AUV de la solution de
problémes comportant une couche limite. Sous sa forme réguliére, équivalente
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a la MDAR, elle offre ainsi une vision complémentaire de cette technique trés
efficace. Avec la mise en ceuvre de développements généralisés, la MASC a
permis aussi de proposer une justification rationnelle de la CLI qui n’exis-
tait pas jusqu’alors. Enfin, le but de ce travail sera atteint, nous le pensons,
si la MASC généralisée est appliquée a des domaines non abordés ici. Par
exemple, en mécanique des fluides, les couches limites tridimensionnelles, ins-
tationnaires, les instabilités et leur contréle sont des sujets importants pour
le futur.
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Introduction aux problémes de perturbation
singuliére

Les modéles mathématiques utilisés en physique conduisent le plus souvent
a des problémes pour lesquels il n’est pas possible de donner une solution
explicite. Les solutions numériques sont méme parfois difficiles & mettre en
ceuvre, particuliérement quand de petits paramétres sont présents ou quand
les domaines de calcul sont trés grands. Dans de telles situations, on peut
tenter d’élaborer des modéles plus simples, soit en annulant un paramétre,
soit en se limitant & I’étude d’'un domaine plus petit ; les deux simplifications
pouvant étre combinées. Lorsque ’on annule un petit paramétre, noté de
fagon symbolique ¢, il se peut que la solution du probléme initial ne tende
pas uniformément vers la solution du probléme réduit quand € — 0. On est
alors confronté & un probléme dit de perturbation singuliére pour lesquels de
grandes difficultés mathématiques peuvent se poser.

D’une fagon générale, les problémes se présentent de la fagon suivante : soit
L¢ un opérateur intégro-différentiel tel que 'on cherche la solution @, (Z, €) des
équations L. [$.(Z,¢)] = 0 o & est une variable appartenant a un domaine
D et ou 0 < € < g9, ¢ étant un nombre positif fixé aussi petit que souhaité.
De ce fait, ¢ est sans dimension, ce qui implique que le probléme a été, au
préalable, rendu sans dimension. Si Lg [ (Z)] = 0 est, ce que 'on peut qua-
lifier de probléme réduit, supposé plus simple, il est impératif, en physique
mathématique, que l’on puisse écrire que ||, — P|| est petit dans le domaine
D considéré. Le plus souvent, on utilise la norme de la convergence uniforme :

Maxp ‘Q)e — @0‘ < Kd(s),

ot K est un nombre positif indépendant de € et ou d(e) est une fonction
positive telle que

lim é(¢) = 0.

e—0

Si cette propriété est vérifiée, les problémes sont dits réguliers; on a affaire &
des problémes de perturbation réguliére (cf. probléme 2.4).

Tel n’est pas toujours le cas, au moins dans le domaine D tout en-
tier. S’il y a singularité, celle-ci apparait en général dans un domaine de
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dimension inférieure a celle de D. On parle alors de problémes de perturbation
singuliére.

Les modéles qui sont traités dans ce chapitre sont tels que @, est connu.
En ce sens, ils peuvent étre qualifiés de modéles pédagogiques. Ils montrent
clairement les difficultés conceptuelles que 1'on doit affronter et, en méme
temps, ils suggérent les grandes méthodes qui permettent de les résoudre.

2.1 Problémes réguliers et singuliers

2.1.1 Oscillateur linéaire

Le modele type du probléme régulier est celui de l'oscillateur linéaire. On
considére I’équation et les conditions initiales :
d2y dy dy

ceY =75 a2 +25d7+y_0 avec 9‘1:0:07 de I:():l. (2'1>

L

La fonction y(z,e) est définie pour z > 0 et £ est un paramétre positif
petit, du point de vue mathématique, aussi petit que souhaité. Toutes les
quantités indiquées sont naturellement sans dimension sinon, on ne pourrait
affirmer que € est petit.

Comment a-t-on pu trouver cette formulation mathématique a partir du
probléme physique ? La réponse est liée au probléme que 1’on souhaite étudier.
Ici, on veut modéliser le mouvement d’une masse suspendue a un systéme de
ressort-amortisseur quand ’amortissement est « faible ». Que signifie « faible »
est un point important pour la suite. Il y a naturellement d’autres possibilités,
par exemple, I’étude de D'oscillation lorsque la masse est faible.

Si l'on note y*(t,m, 8, k, Iy) la position, au cours du temps ¢, mesurée a
partir de I’équilibre, d’une masse m suspendue & un ressort de rigidité k et a
un amortisseur de coefficient d’amortissement (3 et si cette masse est mise en
mouvement & partir de la position d’équilibre par une impulsion Iy, le modéle
dimensionnel s’écrit :

2, % X
mddty2 + ﬂ + ky* =0 avec y*|,_,=0, m djt .

= Io.

Si L et T sont respectivement une longueur et un temps, pour 'instant
arbitraires, on peut poser :
v t

Dans ces conditions, il apparait le probléme sans dimension :

m d’y B dy

m d%y dy| LT
kT2 dz? kT dx

=0 =0 — .
+y avec  y|._q T Ry
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Comme la cause du mouvement est 'impulsion, il est naturel de poser :

mL

T=—
Iy’

de sorte que le probléme s’écrit maintenant :

2 d2 Iy d
o Y ﬁo—y—&—y:O avec  y|._,=0,

dy
mL2kdr?2 ' mLk dz dz

=1.
dzr|,_,

Le probléme comporte deux nombres sans dimension dans lesquels figure
la longueur L arbitraire. Ceci signifie qu’il y a, & une constante multiplicative
prés, deux maniéres de fixer cette longueur :

1 1
L=l o poCh
vmk mk

Si dans le cadre du probléme physique étudié, les deux nombres sans
dimension ne sont pas du méme ordre, une analyse asymptotique est possible.
Deux cas se présentent :

12
1. Si le premier nombre L02 A peut étre considéré comme plus grand que le
m
1
second @, ce qui physiquement se traduit par le fait que 'action du

mLk

ressort est prépondérante sur celle de ’amortisseur, on a :

et T =,/-—,

5
EH

et I'on peut poser :

_ B

N

Dans ce cas, € peut étre considéré comme un petit paramétre. On verra
un peu plus bas que tant que z reste borné, on est en face d’un probléme
type de perturbation réguliére. C’est le cas d’un faible amortissement.

3

2. Dans 'autre cas, qui se traduit physiquement par le fait que la masse est
faible, on doit prendre :

Blo B
L=— e T=-—.
mk k
Alors, on peut poser :
_mk
e = ﬁ,
ou ¢ est le petit paramétre. Le probléme est alors :
d’y | dy dy
e+ — =0 avec =0, — =1
dx? + dz ty v Yla=o T de



12 2 Introduction aux problémes de perturbation singuliére

Ce probléme est caractéristique d’une perturbation singuliére. Ce type de
probléme sera étudié de fagon approfondie dans la suite.

Toutefois, le premier probléme appelle une remarque. On peut envisager un
comportement asymptotique en € sous la forme d’un développement, d’ailleurs
justifié par POINCARE pour ce type d’équation linéaire. On pose donc :

y(x,s) = y0($) + ayl(m) + €2y2(q;) 4+,

De fagon analogue au développement de Taylor, les petits points - - - signi-
fient simplement que les termes négligés sont plus petits que €2, approxima-
tion d’autant plus valable que ¢ est petit. Substituant ce développement dans
I’équation et identifiant les puissances successives de €, on obtient, pour les
deux premiers termes, les problémes :

d*yo dyo

1. L2 +1yo=0 avec yo|,_,=0, T » =1,
4’y dyo dy:

2. = -2 =0 —_— =0.
L2 T 1 Avec Yly—o =0, & |,

Le premier probléme, le probléme réduit obtenu avec € = 0, donne la solution
sans amortissement, :
Yo = sinz.

Le second probléme apporte une correction :
Yy = —xsinz.
Ainsi, une approximation de la solution peut s’écrire :
y=(1—ex)sinc+---. (2.2)

On voit que, sur tout intervalle de temps fini, 0 < x < 7, o T est indépen-
dant de e, 'approximation obtenue est uniformément valable; la correction
est petite. Ceci n’est plus vrai si 'intervalle de définition devient grand; il
suffit de prendre e7 = 1 pour s’en rendre compte. Ce probléme est qualifié de
séculaire parce qu’il introduit une perturbation singuliére dans le développe-
ment du fait que l'intervalle considéré est trop grand. La terminologie provient
de I'étude des trajectoires des planétes dans le temps ; des solutions obtenues
par des méthodes de perturbation sont valables sur des intervalles de temps
courts mais la valeur des termes séculaires est irréaliste sur des périodes de
I’ordre du siécle.

La comparaison de ces approximations avec la solution exacte est éclai-

—EXT

rante; on a :
T,£) = ——=sin \/1—621'.
y( ? ) /1 52

L’approximation (2.2) se confond avec les premiers termes du développement
en série de Taylor de la solution exacte.
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2.1.2 Probléme séculaire
On considére le probléme trés simple :

d
Loy = df:g +ey=0 avec y‘zzo =1, (2.3)
X

dont on cherche la solution pour x > 0. Appliquant la méme idée que précé-
demment, on cherche une approximation de y sous la forme :

y(z,e) = yo(x) + eyr (x) + 2ya(x) + -+ + "y (@) + - -

Le report dans ’équation et l'identification des puissances successives de &
conduit aux problémes :

d
1. % = 0 avec la condition initiale yo|,_, = 1,
5 dyp 1 dition initial —0
- 4, = Yo avec la condition initiale Yi|,—o =0,
dyn | dition initial
3. qp = Yn-1avec la con ition initiale y,|,_, = 0.
Le résultat est évidemment bien connu :
z2 x”
y(x,e):1—Ex+52?—|—-~-+(—1)”5”m+-~-. (2.4)
Sur la solution exacte :
y(x,e) = e, (2.5)

on voit clairement le probléme. Dés que x est grand, le développement limité
ci-dessus n’est pas une approximation uniformément valable de la solution,
quel que soit le nombre fini de termes pris en compte (Fig.2.1). Ce qu'il y a
de curieux, c’est que la série infinie converge bien vers la solution et ceci, quel

Yo

solution exacte

Yo+ €

Fig. 2.1. Approximations de la solution du probléme (2.3) données par (2.4); la
solution exacte y est donnée par (2.5)
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que soit e, alors qu'un développement limité n’est une approximation de la
solution que si € est petit et que si x reste borné. Le développement considéré
est une série convergente alors que le développement limité est la forme la
plus simple d’'un développement asymptotique.

Une remarque intéressante est liée au changement de variable :

1
z+1

qui transfére la singularité pour x grand au voisinage de 'origine. En posant :
Y(te) =y(x,e),

il vient : dy
LY = tQE —eY =0 avec Y|_, =1 (2.6)

Un développement direct du type :
Y (t,e) = Yo(t) +eYi(t) + 2 Ya(t) + -

conduit & 'approximation :

B 1\ L/l 1 1

Les approximations successives sont de plus en plus singuliéres au voisinage
de Porigine (Fig.2.2). Ceci est trés clair si on développe la solution exacte :

Y(t,e) = exp [—g (1 - 1)} . (2.8)

Cette caractéristique est aussi présente dans des problémes analogues sus-
ceptibles d’'un traitement particulier. On considére 1’équation :

solution
Y exacte

Yo+ &Yy

1

0
0 I 0,5

Rl eececececcec e e e —-—-d

t

Fig. 2.2. Approximations de la solution du probléme (2.6) données par (2.7); la
solution exacte Y est donnée par (2.8)
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solution
exacte

Yo+ Yy

Fig. 2.3. Approximations de la solution du probléme (2.9) données par (2.10); la
solution exacte y est donnée par (2.11)

d
Ley=(x —|—€y)£ +y=0 avec yl,_,=1. (2.9)

La solution est recherchée sur I'intervalle 0 < z < 1.
Le développement direct :

y(z,e) = yo(x) +eyi(x) + -+

conduit aux problémes :
dy

0
1. x— =0 =1
xdx + 7 avec Yo|,_; ,
dy dyo
2 x—dx + 11 —yo—dx avec yi|,_; =0
Le résultat :
()1+111+ (2.10)
re)=—4+e—|(1-—= .
YL z 2x 2

montre bien que la seconde approximation est plus singuliére que la premiére
au voisinage de lorigine (Fig.2.3). La solution exacte :

T 2 2
= —— — +—-+1 2.11
sae) =254 2y (2.11)
2
0 =4/—-+1
y(0,e) =4/ -t

quel que soit € > 0. Ceci est typique des problémes séculaires.

est bornée a l'origine :

2.1.3 Probléme singulier

Un probléme singulier typique est celui introduit par FRIEDRICHS [32] pour
justifier le raccordement entre la couche limite et ’écoulement non visqueux
tel que proposé par PRANDTL [71]. On considére 1’équation :
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a2y d
Ley:sd—;;+£—a:0 ot 0<a<l, (2.12a)

avec les conditions aux limites :
Yoo =05 yl,_, =1 (2.12b)

On recherche la solution sur l'intervalle 0 < x < 1 ce qui est toujours plus
délicat que de considérer un probléme aux valeurs initiales. Naturellement, la
solution exacte est connue mais c’est le propre des modeéles étudiés dans ce
chapitre. Le probléme réduit obtenu pour € = 0 s’écrit :

d
Loy():ﬂ—a:().
dz

La solution est donnée par :
Yo = az + A,

ou A est une constante qu’il faut déterminer avec deux conditions aux limites
ce qui n’est, en général, pas possible. Cette situation est caractéristique de cer-
tains problémes singuliers ; lorsque l'on fait ¢ = 0, I’équation réduite obtenue
est d’un ordre moins élevé que ’équation initiale.

Si ’on veut vérifier la condition en x = 0, on obtient :

Yo = azx.

Cette approximation ne peut étre uniformément valable puisque yo(1) = a.
De méme, en vérifiant la condition en x = 1, on obtient :

yo=ar+1—a (2.13)

qui est telle que yo(0) = 1 —a; la condition & lorigine n’est pas vérifiée ce qui
indique nécessairement une zone de non-uniformité.
La solution exacte s’écrit :

1—e /e

y(fL',E) = ax—i— (1 — a)m

(2.14)
Dés que = > 0, lorsque ¢ — 0, on voit qu'une bonne approximation de la
solution exacte est donnée par (Fig.2.4) :

y=ar+1l—-a+---.

Ceci montre qu’il fallait se placer dans le second cas et vérifier, pour le
probléme réduit, la condition en z = 1. La zone de non-uniformité se trouve
donc dans un voisinage de ’origine. Comment répondre a ces questions sans
connaitre la solution exacte, c’est ce que 'on va commencer a évoquer dans
les paragraphes suivants.
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1

Yo

solution
exacte

0

0 1
T

Fig. 2.4. Approximation de la solution du probléme (2.12a, 2.12b) donnée
par (2.13); la solution exacte y est donnée par (2.14)

2.2 Méthodes d’approximations pour les problémes
de perturbation singuliére

De nombreuses méthodes ont été développées pour tenter de résoudre les
problémes de perturbation singuliére [31, 34, 38, 66, 94|. Ci-dessous, quelques-
unes sont briévement décrites.

2.2.1 Méthode des développements asymptotiques raccordés

La méthode la plus célébre et la plus importante, tant pour son approfon-
dissement mathématique, tant pour le nombre de ses applications, est la mé-
thode des développements asymptotiques raccordés (MDAR). Les idées sous-
jacentes se sont développées aprés 'année 1950, année ot FRIEDRICHS a mis
en ceuvre le modéle précédent. Elles ont été ensuite approfondies et appli-
quées aux équations régissant les écoulements de fluides visqueux. Parmi
les noms les plus importants attachés au développement de la MDAR, on
peut citer KAPLUN [39], LAGERSTROM [41, 42|, COLE [15] et VAN DYKE [93].
ECKHAUS (28, 29| a tenté I’analyse la plus précise sur les fondements de la
méthode, avec une importante publication en 1979. Néanmoins, les résultats
obtenus & ce jour ne permettent pas de formuler une théorie mathématique
de la méthode. En revanche, un certain nombre de régles heuristiques ont
été mises en place dont I'application & des problémes de la physique mathé-
matique et particuliérement en mécanique des fluides a été remarquablement
féconde.

Sil’on reprend le modéle de Friedrichs (2.12a) évoqué précédemment, 'exa-
men de la solution exacte montre que :

lim y(z,¢) = yo(z) = ax + 1 - a,

sauf au voisinage de l'origine ou la condition limite impose y[,_, = 0, alors
que yol,_o=1—a.
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Deux remarques vont jouer un role essentiel dans la suite.

1. Si Pon reprend le processus limite en utilisant la variable X = z/¢ a la
place de z, il vient :

ii_r)l%y(a:,s) =Yo(X)=(1-a)(1—e ).

Cette procédure est suggérée par la volonté de prise en compte de ’exponen-
tielle. On note que, la variable X étant «plus proche» de l'origine que =,
on y espére une meilleure approximation. De fait, on vérifie que Yy|,_, = 0.
Malheureusement, la condition en z = 1 n’est plus vérifiée :

Yol = (1—a) (1 - e—l/s) .

On peut s’étonner de ce résultat mais il faut remarquer que X varie dans
un domaine trés grand :

0<X <

™ | =

)

et que des termes négligés tant que X reste borné, peuvent ne plus étre négli-
geables sur le domaine entier.

2. La deuxiéme remarque est la base de 'idée conduisant au raccord asympto-
tigue. On en comprendra mieux la portée plus loin. Pour l'instant, contentons
nous de noter ce fait remarquable :

lim Yp(X) =1 =1-a.
A, Yo(X) = L o) =1 -

Ces deux remarques ont été faites en observant le comportement de la
solution exacte. On va maintenant supposer que ’on ne connait pas la solution
exacte. Comment peut-on imaginer une méthode heuristique conduisant a la
construction d’une approximation de la solution ?

Premiére étape. On résout brutalement le probléme réduit. On obtient :

y():(llL'+A,

et il faut déterminer la constante A. Il faut donc d’abord trouver la condi-
tion qu’il faut prendre et méme, se poser la question s’il faut prendre 'une
des conditions aux limites. La réponse a cette question existe pour des équa-
tions différentielles telles que celles que I'on étudiera dans les Chaps.3 et 6.
Lorsqu’il s’agira d’équations modélisant un probléme physique, la réponse a
cette question sera physique. Ainsi, on sait que dans I’étude de ’écoulement
d’un fluide visqueux autour d’une plaque plane pour de grands nombres de
Reynolds, le probléme réduit obtenu & partir des équations de Navier-Stokes
donne les équations d’Euler pour lesquelles la condition d’adhérence ne peut
étre vérifiée.

On admettra donc que ce probléme est résolu a priori et que I'on connait
la zone de non-uniformité. Dans le cas du modéle de Friedrichs, cela veut dire
que la solution réduite est :
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yo(z) =azx+1—a.

Deuxiéme étape. La condition a l'origine n’étant pas vérifiée, il semble
naturel d’agrandir le voisinage de ’origine pour mieux appréhender le pro-
bléme. Le «microscope » que I’on utilise est le changement de variable :

x
Xa =
80(
ou « est un nombre strictement positif. Ainsi, lorsque x sera petit, X, devra
rester borné.
Posant :

Yo(X,e) =y(z,e),
I’équation du probléme s’écrit :

1=2a &Y, +e7@ Yo =a.

dx2 dX,

Reste a ajuster notre «microscope ¥, c’est-a-dire trouver la valeur de a qui
convient le mieux. On note que si & < 1 ou si o > 1, le probléme réduit
résultant conduit & une solution qui ne peut rendre compte d’une forte varia-
tion au voisinage de l'origine. Une autre idée est que, comme on doit retenir
nécessairement la dérivée seconde, le terme dominant restant est la dérivée
premiére. Bref, sur ce probléme, il est clair que le choix optimal est a = 1.
Posant
X1 =X et Y1 = }/,

I’équation s’écrit :

d?y L dY
— + —= =«¢a.
ax2 Tax
Troisiéme étape. Le probléme réduit pour cette équation s’écrit :
d?Y, dY
)
dX2 dX

La solution générale est immédiate, on a :
Yo(X) = A+ Be ¥,

od A et B sont deux constantes a déterminer. On vérifie naturellement la
condition a l’origine, ce qui donne :

YVo(X)=A(1—-e%).

Ce qu'il y a de nouveau, c’est que 1'on peut vérifier I'autre condition en x = 1.
Le résultat obtenu est faux parce que le domaine de variation de X est trés
grand. Cet aspect a été, aux débuts de cette méthode, la source de nombreuses
erreurs. En réalité, de méme que yo(x) n’est pas une approximation valable au
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voisinage de origine, Y)(X) ne peut étre valable dés que X n’est plus borné,
en particulier au voisinage de x = 1.

Quatriéme étape. Pour trouver la condition manquante, une premiére idée
est d’affirmer que 'on doit trouver une zone de recouvrement ou le compor-
tement de yo pour x petit s’identifie & celui de Y(X) pour X grand. C’est en
somme la recherche d’une zone intermédiaire que I'on peut formaliser avec la
variable X = /¢%. On obtient, pour 0 < 3 < 1 :

yo(r) =1—a+as’Xg=1—-a+---,
K)(X):A(Lefxa/s”) A

On voit bien que si Xg est fixé, et que e — 0, on obtient A =1 —a. On
trouve ainsi ’approximation valable au voisinage de I’origine par une technique
de raccord qui sera qualifiée plus loin de raccord intermédiaire :

Yo(X)=(1-a)(1 —e_X).

Une facon plus rapide consiste & écrire tout de suite la limite, on parle alors
de principe de raccord asymptotique :

Jim Yo(X) = lim yo (),

ce qui redonne la méme valeur de A parce que les limites existent. On verra
plus loin que si un tel principe est plus facile & mettre en ceuvre que le raccord
en variable intermédiaire, tel qu’il est formulé, il est beaucoup trop brutal.
Cinquiéme étape. On est alors tenté de construire une approximation uni-
formément valable (AUV) en ajoutant les deux approximations obtenues dans
leur zone respective et en retranchant la partie commune. On a :

Yapp = Yo(2) + Yo(X) — (1 —a),
d’otut :

Yapp = az + (1 —a) (L —e™¥). (2.15)
La figure 2.5 montre la comparaison de la solution exacte et de la solution
composite (2.15) pour a = 0,2 et € = 0,25. On constate que 'approximation
est trés bonne méme si la valeur de € n’est pas trés petite ; pour des valeurs
plus petites de €, 'approximation est meilleure. En fait, la petitesse de ¢ est
toujours trés difficile & apprécier.

Les réflexions précédentes constituent les idées de base qui vont per-

mettre de construire la méthode des développements asymptotiques raccordés
(MDAR).

2.2.2 Méthode des approximations successives complémentaires

Une méthode assez ancienne consiste a rechercher d’emblée une AUV de la
solution du probléme en admettant que 'on connaisse yo(x) [24, 69]. Elle
consiste a chercher cette approximation sous la forme :
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lp——m—— e e e e e e e e - - — —

a=0,2
e=0,25

0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
1

0 x

Fig. 2.5. Etude du probléme (2.12a, 2.12b). La solution composite yapp est donnée
par (2.15) ; la solution exacte y est donnée par (2.14)

Ya1 = yo(z) + Yo (X).

Pour ’équation de Friedrichs (2.12a), il vient :

Loya et %o 42
Yl =g T, TOT o lgxe Tax ax? T dx

a2y, dyo 1 [dQYO* dYO*} 1 [dQYO* dYo*}
x? € '

2

0, .
5 étant nul, si 'on annule le second membre

x
et que 'on vérifie exactement les conditions aux limites, on doit nécessairement
trouver la solution exacte. Ce fait est di a la simplicité de I’équation. En effet,
on obtient :

Ce cas est trés particulier car

1
Yi(X)=A+4Be ™ avec Yy(0)=a—1 et Y7 <5> =0,

ce qui donne :
e—l/e _ e—X

YE(X) = (1-a)

qui, ajouté a yo(x), redonne bien la solution exacte. En fait, ’approche utilisée
ci-dessus n’est pas traditionnelle dans la mesure ou Yy dépend de X mais
aussi de €. Dans la formalisation asymptotique qui sera développée dans les
chapitres suivants, on distinguera clairement les fonctions indépendantes de
e des fonctions qui en dépendent. Le fait d’accepter cette dépendance en ¢
est nouveau et conduit, comme on le verra a la mise en place d’une nouvelle
approche appelée méthode des approximations successives complémentaires
(MASC).

La méthode plus ancienne exige une indépendance de Y par rapport a €.
Ceci peut étre écrit en négligeant un terme effectivement trés petit. On a :

¥y (X) = (a—1)e
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ce qui, ajouté a yo, donne I'approximation y.p, obtenue avec la MDAR :
- -X
Yapp = az + (1 —a) (1 —e™ ).

En fait, on démontrera plus loin que, si I'on exige cette indépendance des
fonctions par rapport a e, la MASC est équivalente a la MDAR. Comme la
MDAR est relativement plus facile & mettre en ceuvre, cette méthode, sous son
ancienne forme, ne s’est pas développée. Il faut toutefois noter que le principe
du raccord asymptotique est une hypothése équivalente & la forme supposée
d’une AUV.

2.2.3 Méthode des échelles multiples

L’idée de la méthode, proposée par Mahony [56], repose comme dans le cas
précédent sur la recherche d’une AUV. On sait, par exemple dans le cas du
modéle de Friedrichs, que cette approximation ne peut étre décrite par la seule
variable z et qu'une variable X supplémentaire est nécessaire. A la différence
du cas précédent, on ne suppose pas connue la structure de ’approximation.
On pose donc :

y(z,e) =Y (x,X,e) avec X = g, (2.16)

ol les deux variables x et X sont considérées comme indépendantes. L’équa-
tion initiale devient une équation aux dérivées partielles :

+ + — € gz — e

0’y oY 9 0’y 204 5 0%Y
oxz Tax ¢ ( 020X 31’)

La fonction Y étant définie sur le rectangle [0 <zr<1,0<X < é], les condi-

tions aux limites dont on dispose sont évidemment insuffisantes pour détermi-

ner complétement la solution. Toutefois, le but recherché n’est pas de trouver

la solution, mais une approximation de la solution. Pour cela, on recherche un

développement du type :

Y (x, X,€) = Yo(x, X) + eYi(z, X) + O(£?).

On obtient ainsi formellement deux problémes réduits :

2Y Y,
1. gXS + % = 0 avec les conditions Yp(0,0) = 0 et Yp(1,00) =1,
PV N Y, | Y,
2. 1 _ a9 OYg
axz T ox ¢ ( 920X Bz )

La solution générale du premier probléme s’écrit :
Yo(z, X) = A(z) + B(z)e X,

Naturellement, les fonctions A et B ne peuvent étre déterminées uniquement
par les conditions aux limites :
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A(0) + B(0) =0,
A(l) =1.
Toutefois, I’équation pour le second probléme s’écrit :
2
PV, OV 4 dBx
0X?2 90X dz  dz
Ceci permet d’écrire la solution générale sous la forme :

a4\ dB . _y

Yi(2z,X) =C(x) + D(z)e ™ + X <a .

L’argument qui permet de déterminer les fonctions inconnues A et B
est analogue a celui de Lighthill dans la méthode des coordonnées forcées :
chaque approximation ne doit pas étre plus singuliére que la précédente. Ici,

Y;
cela signifie que le rapport —L doit rester borné, indépendamment de €, dans

0
tout le domaine considéré. On pose donc :

dA
a_afo,
dB

Ces équations différentielles sont résolues grice aux conditions aux limites.
On obtient :

Alz) =azx+1—aq,
B(z) =a-1.

La premiére approximation s’écrit :
Yo(z, X)=az+ (1—a)(1—e )

qui n’est autre que "approximation donnée par la MDAR ou par la MASC.

2.2.4 Méthode de Poincaré-Lighthill

Une autre méthode a des racines plus anciennes mais des applications plus
limitées, c’est la méthode de Poincaré-Lighthill. Cette méthode a vu le jour
en 1892 grace a POINCARE. Néanmoins, le premier mémoire important est
ddt & LIGHTHILL en 1949. En 1953 et en 1956, KUO publia deux articles ou la
méthode était appliquée a des écoulements de fluides visqueux. C’est pourquoi
TSIEN, dans un article de synthése, publié en 1956, ’appela méthode PLK.
Des auteurs anglo-saxons préférent 'appeler méthode de Lighthill ou aussi
méthode des coordonnées forcées (Strained coordinates method). En hommage
a un grand mathématicien et & un grand mécanicien des fluides, on 'appelle
ici, méthode PL.
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2x +ey=0

Solution exacte

Fig. 2.6. Etude du probléme (2.17); la solution exacte y est donnée par (2.11)

On reprend le probléme (2.9) :

Ley=(z+ gy)% +y=0 avec yl,_,=1 (2.17)
dont on recherche la solution sur I'intervalle 0 < z < 1.

La figure 2.6 montre la structure de la solution exacte. Celle-ci est singuliére
sur la droite 22 = —¢ey. La recherche d’approximations pour € petit revient a
transférer cette singularité en z = 0. Au lieu d’améliorer cette situation, les
approximations d’ordre supérieur ne font que ’aggraver. L’idée centrale de la
méthode est d’affirmer que les approximations données par le développement
direct doivent avoir la bonne forme, mais pas au bon endroit. On développe
alors y et x par rapport a € et par rapport 4 un nouveau parameétre s qui
doit remplacer x. On force, en quelque sorte, le paramétre x, mais on le force
légérement de sorte que 1’on écrit :

y(a,e) = yo(s) + eyi(s) + 2ya(s) +-- -, (2.18a)
x(s,e) = s +ex1(s) + 2wa(s) +--- . (2.18b)

En remplacant dans ’équation initiale et en égalant les puissances de ¢, on
obtient facilement les deux premiéres équations :

d
s% +yo=0 avec yo|,_q =1,

dy; _dyo dz;
s tn= ds T1¥ Yo s )

La solution de la premiére équation est simple :
1
s) = —.

Yo(s) s
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Elle a la méme forme qu’avec le développement direct, mais x est remplacé
par s.
La seconde équation prend la forme :

i(s )_i x—i—l—s%
ds y1_52 15 ds

dont la solution générale est évidente :

nie) =5 - 5 [+ 5.

ou A est une constante arbitraire.

Le principe fondamental formulé par LIGHTHILL est le suivant : les approzi-
mations d’ordre supérieur ne doiwvent pas étre plus singuliéres que la premiere
approrimation.

La fonction inconnue z1(s) est donc déterminée en imposant :

ni 1
s 252

= B(s),

ol B(s) est une fonction bornée de s. Ainsi, la solution au second ordre s’écrit :

A B(s)
yi(s) = s s

C’est 'une des caractéristiques de la méthode que la fonction x1(s) ne soit pas

complétement déterminée. En particulier, on peut prendre pour B n’importe

quelle fonction réguliére de s. Néanmoins, pour des raisons évidentes, il est

utile d’imposer que z1(s) s’annule en x = 1. Par ailleurs, la simplicité étant

bonne conseillére, on prend B constant. D’ot, le résultat :

1
y(x,f)—;‘f'"',

x(s )—s—i—E s—1 +
,€) = 5 . .

Dans ce probléme modeéle, il apparait que s peut étre éliminé pour donner la
solution exacte.

Remarque 1. La méthode PL ne s’applique pas au modéle de Friedrichs alors que

la MDAR s’applique.

2.2.5 Méthode du groupe de renormalisation

Cette méthode [13] s’applique essentiellement & des problémes oscillatoires.
Néanmoins, quelques applications intéressantes existent pour les problémes de
couche limite et les problémes séculaires. L’idée générale est de se donner une
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certaine liberté sur les constantes d’intégration pour éliminer les singularités
ultérieures ou pour accélérer la convergence du développement asymptotique.
Le contenu de la méthode du « groupe de renormalisation » est certainement
fondamental, mais sa mise en ceuvre est assez délicate pour que nous ne la
développions pas dans la suite.

On se contente ici, a titre d’exemple, du probléme séculaire le plus simple :

dy
Ley=—+4+¢ey=0. 2.19
Y=g T ey (2.19)
La solution directe contient une singularité au second ordre dés que t est
grand. On a, & cet ordre, le développement asymptotique qualifié de « naif» :
y(t,e) = Ao [l —e(t —to)] + -+,

ou Ay et ty sont deux constantes d’intégration définies par la condition initiale
non précisée. Naturellement, ce développement n’est pas uniformément valable
pour ¢ grand. Compte tenu de 1’ordre ou 'on s’arréte, on pose :

Ao = [1+ e (to, 1) Alw). (2.20)

Dans cette expression, i est un temps arbitraire, A est la partie renormalisée
de Ay et ay est une fonction inconnue. Toujours & I'ordre considéré, on obtient :

y= A(p) [1 + zax(to. 1) — e(t — ) — e —to)) + -+
En posant :
a1 = u — 1o,
on élimine la partie divergente due a ty pour obtenir :
y=Ap) [ —elt—pw]+--
Cette forme est identique a la forme «naive» mais p est arbitraire. Le critére
de renormalisation est donné par :
% _
O
quel que soit . On obtient ainsi ’équation différentielle pour A :
dA

— +ecA=0.
dMJrs 0

0,

On obtient la solution :
y=Ae Hl—clt—p))+---,

ou A; est une constante.
Posant p = ¢, on obtient une AUV a l'ordre indiqué :

u(t,2) = At 4 -

Cette approximation n’est autre que la solution exacte, mais le modéle est
trés simple.
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2.3 Conclusion

Les problémes de perturbations singuliéres se rencontrent trés souvent en
Physique et de nombreuses méthodes ont été imaginées pour les traiter. Une
idée commune a toutes les méthodes est naturellement de corriger ou d’évi-
ter le caractére non uniformément valable d’une premiére approximation. La
méthode des développements asymptotiques raccordés suit aussi cette logique.
Elle consiste a rechercher d’abord des approximations dans différentes régions
significatives ol est définie la solution et ensuite a les raccorder pour rendre
précisément la solution composite uniformément valable.

Les chapitres suivants sont consacrés a la mise en place et a ’application
de la méthode des approximation successives complémentaires. On verra que,
sous sa forme réguliére, cette méthode conduit aux mémes résultats que la
méthode des développemnts asymptotiques raccordés mais sans faire appel a
la délicate notion de principe de raccordement. On verra aussi que, sous sa
forme non réguliére, cette méthode offre des avantages marqués.

Problémes

2.1. On considére I’équation :
2 4+ex—1=0.

On cherche les solutions lorsque € est un petit paramétre.
1. Donner les solutions exactes et les développer en série de Taylor au voisinage
de £ = 0 jusqu’a 'ordre 2.

2. On envisage une méthode itérative en réarrageant I’équation sous la forme :
r==xv1—cx.
Le processus itératif s’écrit :
T, = /1 —cx,_1.

La valeur de départ z est solution de 1’équation réduite obtenue en faisant
¢ = 0. En utilisant des développements limités, donner les développements
des solutions obtenues en améliorant ’approximation & chaque étape.

3. On pose a priori que la solution est de la forme :
I:I0+€I1+62I2+"' .

Donner les valeurs de zq, =1, T2.
4. On pose :
r =+ 01(e)ry + da()o + -+ -,
ou la suite d1, 02 est telle que d2/61 — 0 et §; — 0 quand € — 0. Essayer de
choisir d1, do aussi simplement que possible.
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2.2. On considére I’équation :
2 —
ex“+zrz—-—1=0

dont on cherche les racines quand ¢ est un petit paramétre.
1. Donner les solutions exactes et leur développement quand € — 0.

2. On envisage un processus itératif pour déterminer les racines. L’équation
réduite, obtenue en faisant ¢ = 0 posséde une seule racine x = 1. L’autre
racine est perdue ; on a un probléme singulier. Montrer qu’il y a deux processus

itératifs, 'un donné par :
Ty =1—cx?_,,
et I'autre par :
1 1
Tp = —— y
3 ETn—1

qui permettent de retrouver les résultats de la question précédente.

3. On suppose que les racines se développent sous la forme :

zV = x(()l) + E:chl) + 5%;” +
2)

X
o= T o ey

Donner les coefficients de ces développements.
2.3. Soit le probléme aux valeurs propres suivant :

d2f+A2f(x) 0; A>0; e<z<
a7 — 0 . -
de Y ) — — )

avec les conditions aux limites :

1. Déterminer la solution exacte du probléme. En particulier, donner 1’en-
semble des valeurs propres A; on effectuera un développement & l'ordre &
de \.

2. Pour illustrer 'utilisation d’'une méthode de perturbation, on pose :
f=pot+epr+-; A=X+erh+---.

Exprimer les conditions aux limites. Pour la condition en « = ¢, on effectuera
un développement limité de g et @1 au voisinage de x = 0; de cette fagon la
condition en x = € sera transférée en x = 0.

Déterminer g, @1, Ag, A1. Comparer a la solution exacte.
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2.4. Cet exercice a été proposé par Van Dyke [94]. On considére un écoulement
bidimensionnel, incompressible, non visqueux. L’équation de continuité :

Ju L ov 0
or Oy
conduit & introduire la fonction de courant 1 telle que :

" oY ; oy

oy’ - Oz’
et qui permet de satisfaire I’équation de continuité automatiquement. En
outre, si ’écoulement est stationnaire et non visqueux, le rotationnel de la
vitesse est constant sur une ligne de courant. Ainsi, si I’écoulement & l'infini

amont est irrotationnel, il est irrotationnel partout. Dans ces conditions, la
fonction de courant satisfait ’équation :

A =0.

Les lignes de courant sont définies par ¢ = Cte puisque les variations de v
sont telles que :
dyp = udy — vdzx.
Un écoulement non visqueux, uniforme attaquant un cylindre circulaire
satisfait les hypothéses énoncées plus haut. En coordonnées polaires, la fonc-
tion de courant est donnée par :

2
Y =Uso(r — a?) sin 6,

ou r = 0 est le centre du cercle et a est son rayon. La vitesse a 'infini amont
a pour module Uy, et sa direction est 6 = 0.
On souhaite étudier I’écoulement autour d’un cercle légérement déformé,
d’équation :
r=a(l —esin?#9).

Ce probléme se traite & I’aide d’un développement régulier qui est simplement :

P(r,0,e) = Po(r,0) + e (r,0) + - -.

Fig. 2.7. Ecoulement uniforme attaquant un cylindre circulaire légérement déforme
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1. Ecrire les équations pour 1y et v;. Préciser les conditions aux limites. On
rappelle qu’en écoulement non visqueux, la vitesse est tangente a la paroi de
I’obstacle ; la paroi est une ligne de courant pour laquelle on prendra ¥ = 0.

2. Donner ’expression de 11 en sachant que la solution générale de I’équation
A1) = 0 qui posséde les conditions de symétrie convenables est Z b, r"™ sinnd
avec n entier, positif ou négatif. On rappelle que :

3

: L., . .
sin® a0 = 1(3511104 — sin 3q).

3. Donner I'expression de la vitesse a la paroi en se limitant a l'ordre €.

2.5. Cet exercice a été proposé par Van Dyke [94]. L’écoulement considéré est
bidimensionnel, incompressible, stationnaire, non visqueux.

On étudie I’écoulement autour d’un cylindre circulaire de rayon a alimenté
4 l'infini amont par un écoulement cisaillé :

*2

a

ou*  ov* , .
— + —— est constant le long d’une ligne de
dy*  Ox*
courant donc w* est fonction de la fonction de courant ¥* seulement. L’équa-
tion pour ¥* est :

Le rotationnel de vitesse w* =

AQ/}* = —W*,
*3

1
avec p* =0enr* =aet ¥v*° — Uy (y*+ey

3 2) quand 7* — oo.
a

1. Rendre le probléme sans dimension & ’aide de Uy, et a. Les quantités sans
dimension seront notées sans l'exposant «* ».

On cherche d’abord a exprimer w en fonction de 1. Par une méthode de
perturbation, montrer que :

2
w:—25¢+552¢3+~--.

Pour cela, on cherchera, a I'infini amont, la relation y(¢) par une méthode

itérative en écrivant : 1

3
Yn =Y — gfyn—r
2. On cherche la solution sous forme du développement suivant :

Y=vo+ePr+---.

Donner les équations pour vy et 11 ainsi que leurs conditions aux limites.
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Donner la solution pour vy et 11. On montrera que la solution pour v; est :
1 3.3 . 11 . 11 .
= —r°sin” 0 — r(lnr)(sinf) — ——sin + — — sin 36.
=g (nr)(sing) =77 METrE
On rappelle que 'expression du laplacien en coordonnées polaires est :

2 2
_ 0 10f 10

Af=or T e TR o

Commenter le résultat notamment quand r — oo.
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Structure de couche limite

On se propose d’étudier les solutions de problémes de perturbations singuliéres
formés par des équations différentielles linéaires du second ordre & coefficients
variables. On s’intéresse a des problémes aux limites parce qu’ils ne bénéficient
pas de théorémes d’existence locaux mais, surtout, parce qu’ils sont toujours
plus difficiles a traiter que les problémes aux valeurs initiales. Par ailleurs, la
solution n’est pas connue analytiquement ; ce ne sont plus des modéles péda-
gogiques. Enfin, si pour un probléme physique bien posé, il est relativement
aisé de localiser la zone de non-uniformité, tel ne sera plus le cas. Le probléme
formulé de fagon abstraite ne permet pas de connaitre a priori la couche limite.
La méthode indiquée ici pour pouvoir le faire, bien que classique, est extré-
mement instructive pour des problémes plus compliqués.

3.1 Modéle proposé

Le modéle type de I’équation étudiée est donné par :

2
LEyZETy—l—a(x)j—z—&—b(x)y:O. (3.1a)
La fonction y (x,¢) est définie sur 'intervalle x € [0,1] et l'on rappelle
que € est un paramétre positif petit (du point de vue mathématique, aussi
petit que souhaité) et que toutes les quantités indiquées sont sans dimension
sinon, on ne pourrait affirmer que ¢ est petit. On se propose de rechercher une
approximation de la solution soumise aux conditions aux limites :

y|x:0 =, y‘m:1 = g. (3'1b)

Les fonctions a(z) et b(z) sont définies et continues sur Uintervalle de
définition. Les hypothéses complémentaires seront faites au fur et & mesure,
en tant que de besoin. Naturellement, il n’est pas possible d’étre exhaustif dans
I’étude de cette équation. Néanmoins, les cas examinés seront suffisamment
instructifs pour donner les idées nécessaires a I’étude d’autres cas.
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3.2 Recherche d’une approximation

Si ’on cherche une approximation de la solution sous la forme d’un dévelop-
pement direct, limité ici au premier ordre, on a :

y(ﬂ?,f) :y0($)+ ’
et la substitution dans (3.1a) donne le probléme réduit :

a(m)%

1 Th@)w=0. (3.2)

L’intégration est immédiate et ’on obtient :

“0(8)
Yo () = Cexp [—/ —dg|, (3.3)
0 a()
ou C est une constante & déterminer. La premiére hypothése additionnelle est
liée & I'existence de cette intégrale. Elle peut étre divergente en certains points
du domaine, révélant peut-étre la présence de singularités locales. Nous faisons
I’hypothése que 'intégrale existe pour toute valeur de x. En particulier :

A = exp [— /O 1 Zg dg} (3.4)

est une constante bornée.

Les deux conditions aux limites ne peuvent étre simultanément satisfaites
sauf si B = A, ce que nous ne supposerons pas. Ce cas étant excluy, il est
prévisible qu’une zone de variation rapide de la fonction y existe. Ce domaine
qualifié de zone intérieure est noté Dy ; sa localisation n’est pas connue. Suppo-
sons qu’un tel domaine se situe au voisinage d’un point z( tel que 0 < zy < 1.
Conformément a la Fig. 3.1, trois régions sont formellement délimitées :

Région 1 : = € [0,x¢[. La solution dans ce domaine, qualifié de domaine
extérieur, est donnée par :

e ]

Région 3 :x € ], 1]. La solution dans ce domaine, qualifié aussi de domaine
extérieur, est donnée par :

u® () = Bexp [ / ) 28 df} .

Région 2 : z € D.. Cette zone, trés petite avec €, est telle que la solution
peut y subir de fortes variations. Il se forme une couche limite.
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0 ) 1 x

Fig. 3.1. Structure possible de la solution

La premiére étape consiste & définir la variable adaptée, dite variable
intérieure, pour étudier la région D.. On pose :

r — X

§(e)

X = (3.5)

o 0(g) est une fonction strictement positive, encore indéterminée, qui tend
vers zéro quand € — 0. Cette fonction est une échelle de longueur de la zone
intérieure. Elle appartient & une classe de fonctions appelées fonctions d’ordre
dont les propriétés seront précisées au Chap.4. On cherche alors la solution
sous la forme :

y(z,e) =Y (X,¢).

L’équation (3.1a) s’écrit :

e d?y 1 dYy
— = 0X)—=+5b 0X)Y =0.
52dX2+5a(x0+ )dX+ (zo + 0X)
On suppose maintenant que a et b sont des fonctions continiment diffé-
rentiables et que a (o) # 0. On obtient alors :
d?y dY
— 40 — +0(6%) =0. 3.6
EdX2+ a(ivo)dX-l- () (3.6)
La signification du symbole O (52) sera précisée au Chap. 4 ; briévement,
on veut dire que les termes correspondants sont, dans D,, petits comme §2.
Les termes dominants ne pouvant étre que les deux premiers, on est conduit
a ajuster le « microscope» en prenant § = €.
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En posant :

r — X
X:

et y(z,e) =Yo(X)+--,

il vient ’équation, dite équation intérieure :

dont la solution est donnée par :
Yo (X) = Cexp[—a (x0) X] + D,

ou C et D sont deux constantes & déterminer. C’est le raccord asymptotique
tel que formulé Sect. 2.2.1 qui doit donner la réponse. On doit avoir :
— pour x > xo :

o
. G b ()
Jim ¥ = tim o = exp |~ [ 28 a| (3.7)
1
— pour x < xg :
1b©
lim Yy = lim yi" = —/ : :
o o= IR Yoo = exp J a( s (38)

Ces conditions montrent que Yy doit avoir deux limites finies quand
X — +o00 ce qui est évidemment impossible. Tout dépend du signe de a (zg) :
— Sia(xzg) > 0, alors, seule la limite X — +o0o peut étre envisagée car Yy
n’est pas bornée quand X — —oo; on a donc = > xg.
— Sia(xzg) < 0, alors de méme, seule la limite X — —oo est valide; on a
donc z < xg.
Plusieurs cas résumés Fig. 3.2 se présentent :

Cas 1. Sia

(z) > 0, la couche limite est nécessairement au voisinage de z = 0.

Cas 2. Sia(z) < 0, la couche limite est nécessairement au voisinage de x = 1.
(z
)

Cas 3. Sia(z) > 0pour z < zg et a(x) < 0 pour = > xy, il y a deux couches
limites, I'une en x = 0, 'autre en z = 1.

Cas 4. Sia(z) < 0 pour z < zg et a(x) > 0 pour z > xg, la couche limite
est au voisinage de x = xg; il y a une couche limite interne et la solution
extérieure est discontinue en xg.

Dans le cas 4, il faudra revoir l'analyse car on a supposé a(zg) # O.
Par ailleurs, cette limitation sur a est suffisante et une étude ot a s’annulerait
plusieurs fois n’est pas nécessaire. En effet, ’aspect qualitatif ainsi défini donne
les informations nécessaires sur la position des couches limites dans un cas plus
général. On peut aisément s’en convaincre avec la Fig. 3.3 ot apparaissent deux
couches limites aux frontiéres et deux couches limites internes.
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a() . a(z)

a(a) )

x x

(\ o
4 N

1

1

1

J

1

1

Fig. 3.2. Localisation de la couche limite suivant le signe de a(x). Les cercles in-
diquent les points autour desquels se développe une couche limite

N
IV \/ \

Fig. 3.3. Localisation de la couche limite lorsque a(z) s’annule plusieurs fois. Les
cercles indiquent la position de la couche limite

3.3 Analyse des différents cas
Cas 1 :a(x) > 0.

La couche limite est en z = 0, la zone 1 disparait, seules subsistent les zones
2 et 3. On a donc :
— pour la zone extérieure :

0 () = o () = Bexp [— / a4 df} 7 (3.9)
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— pour la zone intérieure :
Yo (X) = (o — D)exp[~a(0) X]+ D avec X = g (3.10)

L’approximation extérieure yo () vérifie yo (1) = S tandis que Papproxi-
mation intérieure Yy (X) vérifie la condition & lorigine Y5 (0) = «. La
constante inconnue D est déterminée par la condition de raccord asympto-
tique :

: I B
Jim Yo (X) =D = limyo (z) = e

On en déduit :

Yo (X) = (a - f) exp [—a (0) X] +

>

On peut ainsi construire une approximation uniformément valable sous la
forme :

b () = o ) + 5 () = 5.
conduisant a :
o) = (0= 3 )ewl-a0) X1+ poxp |- [ 28 a]

Cas 1bis : a () > 0 avec a (0) =0

Il est intéressant d’étudier le cas simple ot a (x) = aP, p étant un réel positif.
A partir de la transformation (3.5), (3.6) s’écrit :

ey o dy )
5@4’(5 poﬁ—i-O((S):O,
avec :
.
C6(e)’

On suppose ici que 0 < p < 1. Il est clair que I’épaisseur de la couche limite
est telle que 6 (¢) = '/(4P) de sorte que la variable de couche limite est :

x
X= c1/(1+p)
L’équation intérieure s’écrit :
d?Yy dYy
XP— =0.
dXx? dX

La solution vérifiant la condition & lorigine est donnée par :

Yo (X)=CG(X) +a,
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y p p® p®

0 ) IR

Fig. 3.4. Forme de la solution dans le cas 3

avec :
X

- §1+p
G(X)—/exp (—1+p> dg,

0

de sorte que le raccord asymptotique :
lim Yy (X) =CG(00) +a = lim yg (z) = A
X —o00 x—0 A

conduit & I'approximation :

o= (1-a) 60,

et & approximation uniformément valable :

wt0= (oo 48] e | 2]

Cas 8 :a(x) > 0 pour x < xg et a(x) < 0 pour x > xg.

La figure 3.4 donne 'allure de la solution : il y a deux zones intérieures Dgl) et
DS’) et une zone extérieure D) (cf. problémes 3.2 et 3.3). Les deux couches
limites sont caractérisées par les deux variables intérieures :

rz—1

X = et X' =

o8

3

Dans la zone extérieure D, conformément a (3.2) et (3.3), la solu-
tion s’écrit :
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Yo (z) = Cexp [—/Omz(é))df],

ou C' est une constante inconnue.
Il est remarquable de constater que (3.2) écrite au point g :

dyo
—+b =0
Az + b (7o) Yo
indique que si la dérivée de yo est bornée au point xg, alors, si b(zo) # 0 on
a yo (xg) = 0 ce qui implique C = 0 et donc :

yo () = 0.

. . . 1 2 . . 2t
Pour le domaine intérieur Dg ), on a 'équation intérieure :

a(zo)

d2YO(1)

ayV
e Te0) Ty

=0,

avec la solution :

Yo(l) = Cyexp[—a(0) X]+ D;.
Les deux constantes C et D; sont déterminées par la condition a l’origine et
par la condition de raccord asymptotique :

Ci+ D1 = q,

et :
Dy = lim YV = lim o = 0.

X —o00

On en déduit évidemment :
Yo(l) = aexp[—a(0) X].
Pour le domaine intérieur DS), on a I’équation intérieure :

d2Y0(3)

ay®
ax-r o) gy

=0,

avec la solution :

YO(S) = Csexp[—a(1) X*] + Ds.
Les deux constantes C3 et D3 sont déterminées par la condition en z = 1 et
par la condition de raccord asymptotique :

C3+ D3 =3,

et :
D3 = lim Y0(3) = lim1 1o = 0.

X*——o00
On en déduit évidemment :
v® = Bexp[—a (1) X*].
Finalement, on obtient l’approximation uniformément valable sous la

forme :
Yo (2, X) = aexp|—a(0) X] 4+ Bexp[—a (1) X*].
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DM D. DB
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X<0 X>0

|
0 T 1 -

Fig. 3.5. Forme de la solution dans le cas 4

Cas 4 :a(x) < 0 pour x < xo et a(x) > 0 pour x > xg.

La figure 3.5 donne l’allure de la solution : il y a une zone intérieure D, et
deux zones extérieures DU et D) (cf. probléme 3.1).
La couche limite est caractérisée par la variable intérieure :

Tr — X9

=56

ol § (¢) est une fonction d’ordre non encore déterminée. Pour ce faire, on va
supposer que la structure de a (x) au voisinage de x = ¢ est donnée par :

a(x), ., = K?sgn (v — x0) |[v — z0/P avec 0<p< 1.
On est alors dans le cadre du cas 1bis. L’épaisseur de la couche limite est
telle que :
6 (e) = ¥/ 0+P),

L’équation intérieure s’écrit :

d%Y, dYy
K?|XPsgn(X)=< = 0.
e B X sen(X) T = 0
L’intégration donne :
|X]
£1+p
YO:Clsan/exp <—K2 > dé + Cs,
1+p
0
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ou C7 et C5 sont deux constantes déterminées par les conditions de raccord
asymptotique avec les approximations extérieures.

Dans les zones extérieures D) et D(3), les approximations extérieures
s’écrivent respectivement :

ys” (x) = avexp [— /; b(E) dé} ;
us (x) = Bexp [/j bl

Le raccord asymptotique fournit, d’une part :

Jim g (@) = acexp [— /0 " aig ds]

C > 261-"—11 C
=— 1/0 exp(—K1+p> d¢ + Cs.

et, d’autre part :

Jim y (x) = Bexp {— /1 h 28 dé}

[ee] gl—‘—p
=C1/ exp (—KQ) d¢ + Cs.
0 1+p

Ces deux équations permettent le calcul des deux constantes inconnues
Cl et 02.

3.4 Conclusion

Les quelques exemples traités ici ne sont évidemment pas exhaustifs compte
tenu des diverses hypothéses faites. Par ailleurs, le raccord asymptotique a
été appliqué de fagon «brutale» et ne permet pas d’aller beaucoup plus loin
sans un formalisme plus poussé. Ainsi, toutes les limites utilisées doivent avoir
un sens ce qui est loin d’étre toujours le cas. Le formalisme nécessaire sera
développé dans les chapitres suivants et nous reviendrons sur les équations
différentielles pour étudier des cas qui ne peuvent faire 'objet d’une analyse
aussi simple et pour améliorer les approximations obtenues.

L’objet de ce chapitre a été essentiellement de localiser la couche limite par
une étude analogue a une étude de stabilité [98]. Ceci peut se révéler trés utile
pour des problémes plus difficiles, y compris pour des équations aux dérivées
partielles.
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Problémes

3.1. On se propose d’étudier une approximation asymptotique de y (x, ¢) telle
que :

ou :

avec :
y(0,e) =1, y(2,¢)=0.
1. Déterminer le domaine extérieur et 'approximation yg (x) correspondante.

2. Trouver D'épaisseur §(¢) du domaine intérieur et déterminer la forme
Tr — X

4]

générale de 'approximation correspondante Yy (X) ou X = , To étant
& préciser.

3. Comment s’applique le principe du raccordement. Tracer l'allure de la
solution.

On donne :

o0
/ e ds = ﬁ
O 2

4. Peut-on donner une approximation uniformément valable de y (z,¢) sur le
domaine 0 < x <27

3.2. On considére le probléme suivant :

d?y dy
5@—1—(1—}—0@)@4—0@:0,

avec .
y(O,e) =1, y(17€) =1

1. Donner la solution générale yo(z) en dehors de toute couche limite.
2. On suppose o > —1. Trouver yo(x), Yo(X) la solution de couche limite et

Yapp Une approximation uniformément valable ; montrer que X = —.
€
11—z

3. On suppose a < —1. Trouver yo(z), Yo(X), Yo(X™*) et yapp avec X* =
€

3.3. On considére le probléme suivant :

avec :
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Vérifier que la solution exacte a la forme :

X 2
A+B/ e ! dt],
0

_1—33

X=—
V2e

y =X’

avec :

Déterminer A et B.
Montrer qu’il existe une couche limite en x = 0 et une autre en x = 1.
Donner la variable appropriée & chaque couche limite.
On sait que pour z — 0 :

2 z/V2 £2 2 2 1 1
il - PN /2 e R
\F/o e dt—l—i—\re [ Z+23—|— }
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Développements asymptotiques

On se propose, dans ce chapitre, de définir les outils essentiels pour aboutir
a la notion de développement asymptotique. Plusieurs approches sont pos-
sibles mais, comme ’esprit de cette analyse est de conduire a des méthodes
utilitaires, on utilise un systéme de fonctions d’ordre sur lequel existe un
ordre total. Une analyse beaucoup plus approfondie peut étre trouvée dans
Eckhaus [28].

4.1 Fonction d’ordre. Ordre d’une fonction

4.1.1 Définition d’une fonction d’ordre

Définition 1. Soit E l’ensemble des fonctions réelles ¢ (¢) de la variable €,
strictement positives et continues sur l'intervalle semi-ouvert 0 < & < &g
telles que :

1. limo d(e) existe au sens large (on peut avoir §(e) = 00),
E— £—
2. V61 S E, V(SQ S E7 5152 c E.

Une fonction 6(¢) € E est appelée une fonction d’ordre. Suivant la condi-
tion (2), le produit de fonctions d’ordre définit une loi interne sur E.

Remarque 1. Si 6(g) est une fonction d’ordre, alors 1/(e) est aussi une fonction
d’ordre.

Ezxemple 1.
€ 1
-1 6767637 T 20 11/
/ 1+¢ In(1/e)
— La premiére exigence exclut les fonctions rapidement oscillantes au voisinage
de ¢ = 0 comme 1 + sin?(1/¢) mais accepte 1/¢; la seconde exigence exclut

toute fonction obtenue avec ces fonctions telle que ¢ [1 + sin?(1/ 5)]

, 1+ € sont des fonctions d’ordre.
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4.1.2 Comparaison de fonctions d’ordre

La comparaison de deux fonctions d’ordre, §; et o, exige des notations par-
ticuliéres. L’une d’entre elles s’appelle la notation de Hardy ; elle est définie
ci-dessous.

1. §; = d2, on dit que §1 est asymptotiquement plus petit ou égal & ds :

)
01 = 0y sl 6—1 est borné quand ¢ — 0,
2

2. 01 < 02, on dit que 67 est asymptotiquement plus petit que Jo :

0
51-<5gsi(5—1—>0quand5—>0,
2

3. 01 &~ 09, on dit que 41 est asymptotiquement égal & s :

01 ~ 09 si llm%:A ()\>0),

e—0 2
ou A est une constante finie non nulle. On peut méme parler d’identité

asymptotique quand A = 1; on note parfois :

51252 si g%%=1

FExemple 2. En utilisant les notations définies ci-dessus, on compare différentes fonc-
tions d’ordre :

1
C2 <2< 5 eMEg 2 B .
£25 E*1+s’e =€,¢ ~ In(1/¢)
1
2 —1/e , .2 3
—e? <, < D
2 <e e e e n(1/e)
€
—2e = .
c 1+e¢
T l+e

4.1.3 Ordre total
Définition 2. Dans l’ensemble E, soit la relation R définie par :
R((Sl,éz) 101 & 0y ou 01 < 0a.

Cette relation permet de comparer deux éléments quelconques de E : la rela-
tion est totale. Elle est réflexive vu que R(6,0) est toujours vraie. Elle est
transitive car, si R(d1,02) est vraie et si R(d2,d3) est vraie, alors R(d1,d3)
est vraie. Enfin, elle est antisymétrique car si les deux relations R(d1,02) et
R(d2,071) sont vraies simultanément, alors §; & d2. La relation R est donc une
relation d’ordre total sur E.
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Si E n’était pas muni de la loi interne (2) de la Sect. 4.1.1, 'ordre ne serait
que semi-total. Ainsi, dans un tel ensemble, deux fonctions d; et 5 pourraient
ne vérifier aucune des relations R(d1, d2) ou R(d2, d1). Par exemple, 6; = ¢ et
0y =€ (1 + sin2(1/e)) sont telles que d; =< 2 et d2/d; n’a pas de limite quand
e —0.

Parfois, dans ’ensemble plus général des fonctions d’ordre ne vérifiant pas
cette loi interne, on réserve aux éléments du sous-ensemble E le terme de
fonctions de jauge. Nous n’adopterons pas ce point de vue. Nous verrons que
le terme «fonction de jauge » est utilisé d’'une autre fagon.

4.1.4 Ordre d’une fonction

Soit ¢ (x,€) une fonction réelle des variables réelles © = (z1, z2, ..., Z,;,) et du
parameétre €, définie dans un domaine D des variables (z1, 2, ..., Z;,) et sur
0 < € < gp. On note ||¢|| une norme de ¢ dans D.

En utilisant la notation dite de Landau, on a :

1. ¢ (z,e) = O[0 (¢)] dans D s’il existe une constante K, indépendante de ¢,
telle que ||| < K§. Le symbole O signifie « de l'ordre de ».

2. ¢(z,e) =0][0 (¢)] dans D si lir% @ = 0. Le symbole o signifie « beaucoup
£—

plus petit que ».

3. ¢(z,e) = Og[d (¢)] dans D si lir% @ = K ou K est une constante finie
E—

non nulle. Le symbole Og signifie « de l’ordre strict de ».

Si |l¢]| est une fonction d’ordre, il y a équivalence entre les notations de
Hardy et celles de Landau :

1. p(x,e) = O[d(g)] équivaut a ||¢| =<4,
2. ¢ (x,e) = 0][d (€)] équivaut a ||¢|| < 6,
3. ¢ (z,e) = Og [0 (¢)] équivaut a ||| ~ d.
Dans la suite, on utilise la norme de la convergence uniforme. Si 'on sup-

pose que ¢ est une fonction continue et bornée sur son domaine de définition,
on a :

llll = Maxp || (4.1)
D’autres normes, par exemple dans Ls, peuvent étre utilisées en fonction
du probléme que l'on s’est posé. Néanmoins, les ordres de grandeur peuvent
étre complétement différents.
Ainsi, considérant o (x,¢) = e~%/¢ et D = [0, 1], on a, pour la norme de la
convergence uniforme :

el =0s (1),

alors que pour la norme de L, :

loll = /so2dx ,

D

Nl=
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' loll = Os (V2).

La norme de la convergence uniforme a une propriété essentielle pour les
physiciens et les mécaniciens :

Caractéristique 1. Si ¢ (x,e) = Og [0 ()], alors il existe K tel que :
Vo € D, Ve €]0,e0], || < K4,

ol K est une constante finie non nulle indépendante de €. Cette propriété
n’est pas nécessairement vérifiée lorsque ’on utilise d’autres normes. En par-
ticulier, 'hypothése ¢ = Og(1) implique que ¢ est bornée dans son domaine
de définition.

Remarque 2. La notation de Landau est plus générale que celle de Hardy car la
notation de Hardy n’est applicable qu’a des fonctions d’ordre; par exemple, des
fonctions rapidement oscillantes peuvent étre jaugées avec la notation de Landau,
ainsi :

sin <1> =0(1).

£

4.2 Suite asymptotique

4.2.1 Définition d’une suite asymptotique

Définition 3. Une suite de fonctions d’ordre §, est dite suite asymptotique
ou séquence asymptotique si :

VTL, 6n+1 < 5n

Dans cette définition, n est un entier positif ou nul de sorte que, si €™ est une
suite asymptotique, e*" ne ’est pas sauf si :

VN, any1 > Q.

4.2.2 Classe d’équivalence

Dans 'ensemble E, la relation é; ~ do est une relation d’équivalence r; on a,
en effet, les trois propriétés nécessaires :

a. Réflexivité, § =~ 4,
b. Symétrie, 6; ~ J5 entraine d; ~ 41,
c. Transitivité, d; = do et do = d3 entrainent d; =~ Js3.

On peut alors définir I'’ensemble quotient E = E / r, ensemble des classes
d’équivalence. Quand il faudra évaluer ’ordre d’une fonction, le choix du
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représentant de la classe sera une affaire de logique mais aussi d’intuition
voire de simplicité.

En pratique, on considérera souvent des sous-ensembles de E engendrés
par des fonctions élémentaires et sur lesquels on peut naturellement définir
un ordre total.

Ezxemple 3.
— Eo, ’ensemble engendré par €™ ol n est entier,
— Eq, 'ensemble engendré par £€* ou « est rationnel,

B
— E2, I’ensemble engendré par £* <1n é) avec 3 # 0.

4.2.3 Fonction de jauge

Définition 4. On appelle fonction de jauge la fonction d’ordre choisie comme
représentante de la classe d’équivalence correspondante.

Si 6, et A, sont deux suites asymptotiques telles que :
Vn, on ~ Ay,

les deux suites sont dites asymptotiquement équivalentes.
Dans cette derniére définition intervient la notion de représentant de la
classe d’équivalence ; ainsi :

e”, (1—7—5) , (sing)”

représentent trois suites asymptotiquement équivalentes. Le fait de choisir le
représentant de la classe, par exemple dans Eg, a des implications sur 'unicité
d’un développement asymptotique.

Cette unicité aura son importance dans I’écriture formelle d’un principe de
raccord asymptotique. Citons a ce propos le théoréme de Du Bois-Reymond
mentionné par Hardy :

Théoréme 1. Etant donnée une suite asymptotique, il existe une infinité de
fonctions d’ordre §* telles que :

Vn, 8% < 6,

Toute fonction d’ordre 6* (¢) possédant la propriété du théoréme est dite
asymptotiquement équivalente a zéro par rapport ¢ la suite 0.,.

Ainsi, avec la suite 0,, = £", toutes les fonctions d’ordre du type 6* (¢)
= ¢~ % avec a > 0 sont asymptotiquement équivalentes a zéro. Il en est de
méme avec la suite §, () = (1n %)771 par rapport aux fonctions d’ordre du
type 0* (¢) = €™ avec a > 0.

Dans les développements asymptotiques, une fonction d’ordre asymp-
totiquement équivalente & zéro est souvent notée TST qui signifie en an-
glais « Transcendentally Small Terms». La notation frangaise TEP, «termes
exponentiellement petits », est bien adaptée aux sous-ensembles Eg, E; et Es.
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4.3 Développement asymptotique

4.3.1 Approximation asymptotique

Deux fonctions ¢ (z,¢) et @y (x,¢) définies dans D sont dites asymptotique-
ment identiques si elles sont du méme ordre de grandeur tandis que leur
différence est négligeable :

©=0g(01), #, =05 (1), ¢ —@; = Og (d2) avec s < d1.

La fonction p; peut donc étre considérée comme une approximation asymp-
totique de la fonction . La réciproque étant vraie, il convient de remarquer
que le but d’une approximation asymptotique n’est pas de remplacer la fonc-
tion ¢ par une fonction @; plus, ou aussi « compliquée» que @, mais plutot
par une fonction plus «simple ». Ainsi, on peut prendre $; = ¢ et, non seule-
ment ©; est une approximation asymptotique de ¢, mais la précision de cette
approximation est indépendante du choix de do pourvu que 31_1)1% o = 0. Il est

clair que ce résultat est sans intérét. La notion de fonction plus « simple » est
donc la clef qui permet de comprendre pourquoi il faut remplacer la fonction
¢ par la fonction ;.

Néanmoins, la simplicité, comme la complexité, étant difficiles a définir, il
n’est pas utile de poursuivre dans cette voie. Il faut simplement noter que cette
simplicité proviendra des différentes méthodes mises en ceuvre pour construire
des approximations asymptotiques.

On a ainsi obtenu une approximation @; non triviale de ¢ & 'ordre 4;.
Cette notation est importante pour la suite; elle provient du fait que :

¢ — 011 = 0(d1),
et I'on a posé :
@1 = 101,

avec :
Y1 = Os(l)

On peut vouloir une approximation plus performante. Il suffit pour cela
de continuer le processus indiqué plus haut. On sait que :

¢ — d1p1 = Og (d2) -
S’il existe une fonction g2 = Og(1) telle que :
© — 811 = dapa + Og (03) avec d3 < da,

on peut écrire :
@ = 011 + 202 + Og (33) .

On peut souhaiter arréter la procédure sans se soucier de 'ordre de grandeur
négligé ; on note alors :
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Lp = (51@1 =+ (52@2 + o0 (52) .

On peut aussi poursuivre la procédure jusqu’a l'ordre de grandeur choisi,
on a alors :

o (z,6) = 60 (c) o (,8) +0[6m (2)]. (4.2)

On a ainsi construit un développement asymptotique & m termes dans D.
Compte tenu de la non-unicité d’un développement asymptotique, le nombre
de termes n’est pas un élément significatif. Il vaut mieux dire que l'on a
construit un développement asymptotique a l'ordre d,,. On peut I’écrire avec
plus de précision sous la forme :

p(@,e) =Y 6u(e) o (2,) + Os [mra ()] (4.3)

Ces développements sont tels que :
Vn i op (z,6) = Og (1) et dpg1 < Op.

Comme on utilise la norme de la convergence uniforme, la définition de I'ordre
strict implique que les fonctions ,, sont bornées dans leur intervalle de défi-
nition.

Conformément au théoréme de Du Bois-Reymond, toute fonction ¢* (x,¢)
a le méme développement asymptotique que ¢ (z,¢), a Uordre considéré, si :

o—p"=0("),

ou 0* est asymptotiquement identique & zéro par rapport a la suite asymp-
totique ¢,, des fonctions d’ordre considérées. C’est I'une des raisons de la
non-unicité des développements asymptotiques.

4.3.2 Fonctions réguliéres

Sip(x,¢e) et 1 (z,e) sont deux fonctions continues dans un domaine D, fermé
et borné et sur 0 < ¢ < gq telles que :

¢ =0s5(01), p1 =0s(1), ¢ =11 +0(1),
alors, nécessairement, dans D, on a uniformément :

|elx,e)
1 _
El_% (51 (E) Y1

(z,e)| = 0.

C’est de cette fagon que I'on vérifie que les fonctions ¢ et §11 sont asymptoti-
quement équivalentes. Un cas particuliérement intéressant de ce théoréme [28]
est obtenu lorsque, uniformément dans D, on a :



52 4 Développements asymptotiques

¢(ze)
lim ) 1 (2).

Ceci permet d’écrire une approximation asymptotique de ¢ sous la forme :

¢ (z,e) =81 () 1 (z) +0(d1)-

Une fonction ¢ ayant une telle propriété est dite réguliére. Il faut bien noter
que rien n’indique que cette propriété est conservée aux ordres suivants.

Remarque 3. On a supposé que ¢ = Og(d1) et o1 = Og(1). D’aprés la définition de
Pordre strict, cette hypothése implique que les fonctions ¢ et 1 sont bornées dans
le domaine de définition.

4.3.3 Développements asymptotiques réguliers et généralisés

Lorsqu’une fonction est réguliére, ’approximation asymptotique que I’on peut
définir comme ci-dessus est objectivement plus simple que la fonction ¢ elle-
méme puisque 1 ne dépend que de x. Plus précisément, si dans la construc-
tion d’un développement asymptotique chaque étape revient & construire une
approximation asymptotique réguliére, le développement asymptotique cor-
respondant est dit régulier.

Cette terminologie particuliére sera poussée jusqu’a son terme : bien que
ce ne soit pas nécessaire, un développement asymptotique sera dit non régulier
lorsqu‘il n’est pas régulier ; pour éviter des confusions avec d’autres notions, on
parlera plutot de développement asymptotique généralisé (cf. probléme 4.4).
Strictement, il ne serait pas nécessaire d’ajouter le qualificatif « généralisé »
mais, trop souvent, on pense qu’un développement asymptotique est nécessai-
rement régulier. Comme, dans les chapitres suivants, on utilisera le développe-
ment asymptotique dans son cadre général, la redondance n’est pas superflue.
Un exemple de développement asymptotique non régulier ou généralisé est la
forme (4.3) :

p(z,€) = Z On (€) pn (z,€) + O [Om1 (€)] .- (4.4)

n=1

FEzxzemple 4. La fonction ¢ = T admet le développement asymptotique généra-
— €T

lisé suivant :

p=1+ > a1 4 ex) + O(2™H),

n=0

Pour un développement asymptotique régulier & m termes, on a la pro-
priété :

o(2e) - i 5,(6) o1 (x)
) = opy1 ().

Vh < m, lim
e—0
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Un développement asymptotique régulier, appelé aussi développement de
Poincaré, a m termes prend alors la forme :

p(@,2) =D bn(e) o (@) +0[0m ()] (4.5)

n=1

1
1—

Ezxemple 5. La fonction ¢ = admet le développement asymptotique régulier
x

suivant :

o= Zg%” + 0™ ).
n=0

Une propriété intéressante des approximations réguliéres est la suivante :
si, pour deux approximations de la méme fonction, on a :

¢ (x,6) =61 () 1 (x) +0(61) et @ (w,6) =01 () Py (2) +0 (1)
On en déduit :

gl (8)

;ig% 5(e) eet ¢1(z) = (o)

ou ¢ est une constante finie non nulle. La non-unicité des développements
asymptotiques est aussi liée a de telles remarques.

Naturellement, si la suite asymptotique est choisie dans un ensemble de
fonctions de jauge et non dans un ensemble de fonctions d’ordre, il faudra
faire un choix. Ceci assure 'unicité du développement asymptotique dans ce
cadre.

Ezemple 6. Si I'on considére la fonction :

o= (1-150)

X
1+¢

on peut construire aisément deux développements asymptotiques réguliers sous la
forme :

P(@0) = 1+ 3 00 (2" 0[5, (4)] avee b0 (0) = (155

o (x,e) = 1+Za”m(m— D" +ole™].

n=1

4.3.4 Convergence et précision

L’exemple le plus connu d’un développement asymptotique pour une fonction
© (€) est son développement de Taylor pour € petit. Pour une fonction m fois
contintiment dérivable au voisinage de € = 0, on obtient un développement
asymptotique & m + 1 termes :
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/ m(p(m) (O) m+1

0E)=¢p0)+ep'(0)+--+¢ T+OS(€ .
Si m devient infini, on obtient une série, série qui peut étre convergente ou
divergente ; si elle est convergente, elle peut ne pas converger vers la fonc-
tion développée. En fait, un développement asymptotique n’a rien a voir avec
une série. Une série a un nombre infini de termes alors qu’un développement
asymptotique est un développement limité avec un nombre fini de termes. Il
se peut que 'on puisse construire un développement asymptotique avec un
nombre de termes infini (série asymptotique) mais, le probleme de la conver-
gence de la série est sans rapport avec le comportement de la fonction au
voisinage de € = 0.

FEzxemple 7. Le développement en série de Taylor de la fonction exponentielle est :
2 m
5 £ €
€€ =1l+4+e+— -4+ —+---.
2 m!
Cette série asymptotique converge quel que soit €. Le développement asymptotique :
52 em 1
f=14e+ 5+ +— +0s(™")
2 m!
est valable au voisinage de € = 0 et pas ailleurs.
Exemple 8. On considére la fonction f(z,e) définie par :

f(z,e)=e " +e " pour 2 <z < 3. (4.6)

Une approximation asymptotique de cette fonction est :

2

fapp =1 —ex + 52%, (4.7)

obtenue en prenant les trois premiers termes de la série :

(z,) =1-— L b eymem Ty
g(z,e) = erte € p— .

|fapp — f|

La figure 4.1 montre la fonction log f pour différentes valeurs de €. L’er-

reur relative commise avec I’approximation fapp tend vers zéro quand € — 0.
On remarque que la série g(z, ) est convergente pour toutes valeurs de x et ¢,
mais ne converge pas vers f(z,¢). En effet, on a :

g=e

Cependant, la série g est une approximation asymptotique de f lorsque ¢ — 0.
La raison est que le terme e~%/¢ de la fonction f est un terme exponentiellement
petit pour € — 0 et pour z fixé, strictement positif.

Plus généralement, il se peut, pour une série asymptotique, que les limites
e — 0 et m — o0 ne soient pas commutatives (cf. probléme 4.5). On touche
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|fupp7f‘
log ——
og 7

Fig. 4.1. Exemple d’une approximation asymptotique. Les courbes donnent la fonc-

tion log 7|fapp —Jl

par (4.6) et (4.7)

pour différentes valeurs de € ; les fonctions f et fapp sont données

la une propriété importante des séries divergentes. En effet, si la série est
divergente, elle peut toujours étre considérée, du point de vue asymptotique,
comme convergente ; il suffit de choisir ¢ assez petit.

Ainsi, si une série diverge, plus on prend de termes, plus il faut prendre
€ petit. D’une certaine fagon, on aboutit a une remarque heuristique para-
doxale : plus une série asymptotique diverge, plus I'information sur la fonction
développée est contenue dans les premiers termes. En poussant encore un peu
plus le paradoxe, on arrive & dire que les séries divergentes sont en général
beaucoup plus rapidement convergentes que les séries convergentes [3].

Exemple 9. Hinch [38] considére I'équation différentielle :

_1odf
j=1- (19)

dont la solution, avec x¢ > 0, est :

e [
o

Une approximation asymptotique, pour € — 0, est :
fapp =e+e°4+2e% +- - (m—1)1e™. (4.10)

Cette approximation asymptotique est valable pour une valeur quelconque de xo.
Elle correspond aux m premiers termes de la série :

g=e+e +28° + - (m—1)le™ + .

En fait, cette série est divergente pour toute valeur de € : pour une valeur fixée de
€, g — oo lorsque m — oo.
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0,25
0,20 I approximation
f asymptotique
(4.10)
0,15
0,10 solution exacte
(4.9)
avec xy= 1
0,05
0.00 1 1 1 1 )
0 5 10 15 20 25

m

Fig. 4.2. Exemple d’une approximation asymptotique associée a une série divergente

La figure 4.2 montre la comparaison de la solution exacte, avec xo = 1 et € = 0.1,
et de I'approximation asymptotique pour différentes valeurs de m. L’approximation
est excellente lorsque le nombre de termes retenu est faible ; évidemmment, elle de-
vient trés mauvaise lorsque le nombre de termes est trop élevé puisque la série est
divergente. Le nombre de termes & ne pas dépasser pour conserver une bonne ap-
proximation dépend de la valeur de ¢; il augmente quand £ diminue. On peut dire
aussi que, pour un nombre de termes fixé, I’approximation est d’autant meilleure que
€ est petit.

Il n’y a pas de contradiction entre les observations faites. La série est divergente
car on considére la limite de g lorsque m — oo pour une valeur fixée de ¢ alors que
Papproximation asymptotique est valable pour une valeur fixée de m lorsque ¢ — 0.

Pour les problémes physiques que ’on se pose, la qualité d’un développe-
ment asymptotique est imprévisible. Une bonne intuition peut parfois amé-
liorer le résultat. Si 'on écrit :

&3
sinaza—g+0(55)

et

sine = +0 (%),

52
6
on voit immédiatement que dans le deuxiéme cas, avec un seul terme, on la
méme précision que dans le premier avec deux termes. Ceci est dii au choix
judicieux du représentant dans la classe des fonctions d’ordre. Ces accéléra-
tions de convergence sont fort utiles en pratique et dépendent beaucoup de la

perception du probléme par le chercheur.

4.3.5 Opérations sur les développements asymptotiques

Quand une solution approchée d’un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles est recherchée, on porte le développement asymptotique des fonctions
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inconnues dans les équations et ’on admet que les opérations élémentaires sont
licites [24, 94, 99]. Grace aux propriétés de Pensemble E des fonctions d’ordre
et & l'existence d’un ordre total sur E, on montre que ’addition, la soustrac-
tion, la multiplication ou la division de développements asymptotiques sont
justifiées a condition d’exprimer le résultat & ’aide d’une séquence asympto-
tique éventuellement élargie. L’intégration d’un développement asymptotique
terme & terme par rapport aux variables du probléme ne pose pas de probléme
non plus. Il n’en va pas de méme quand ’on souhaite dériver un développe-
ment asymptotique. Par exemple, considérons la fonction modéle :

f(z,e) = vVa +e,

ou ¢ apparait comme un parameétre aussi petit que souhaité. Un développe-
ment asymptotique de cette fonction est :

f(z,e) = vz +o(1).
Ce développement constitue une approximation uniformément valabe dans le
domaine 0 < z < 1. La dérivée de f donne :
af_ 1
dz  2v/x Fe’

alors que la dérivée de /7 est :

vz 1

dr 2z
. . 1 )
Dans le domaine 0 < x < 1, on ne peut pas écrire que 2\7 est un déve-
x

— oo quand z — 0. En revanche,

1 ement y toti de —
(6] ment asymptotique de , car

I’intégration terme & terme est possible, & partir de z = 0 par exemple :

2 /2 _28/2 _ 2 3/
3(a:+5) 3¢ = 3% +o(1).

La difficulté rencontrée avec la dérivation est liée & une singularité au
voisinage de x = 0 qui apparait si 'on cherche une meilleure approximation
de la fonction f. Les exemples traités dans les Sects.6.2.2 et 6.3.2 montrent
également que des approximations uniformément valables pour une fonction
ne le sont pas forcément pour sa dérivée.

En outre, le probléme 4.7 montre qu’il faut étre prudent lorsque I'on substi-
tue un développement asymptotique dans un autre.

4.4 Conclusion

La recherche d’un développement asymptotique est liée & la détermination
d’une suite asymptotique de fonctions d’ordre. Dans cet ouvrage, on travaille
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avec un ensemble E de fonctions d’ordre sur lequel un ordre total a été défini.
Souvent, pour un probléme donné, le choix des fonctions d’ordre peut étre
restreint & un sous-ensemble de E qui reste muni de l'ordre total. En outre,
il peut étre commode de faire appel a des fonctions de jauge qui sont des
représentants particuliers de classes d’équivalence de fonctions d’ordre.

La construction d’une suite asymptotique n’est pas toujours simple; elle
dépend du probléme considéré. Si, dans certains cas, elle apparait de fagon
naturelle, dans d’autres elle ne peut étre réalisée que terme a terme, au fur et
a mesure de I'établissement du développement asymptotique. Cette difficulté
sera discutée plus tard a l'aide de différents exemples.

La méthode des approximations successives complémentaires (MASC) étu-
diée dans la suite pour ’analyse de problémes de perturbations singuliéres
repose sur la notion de développement asymptotique. Contrairement & ce qui
est souvent envisagé, un développement asymptotique n’est pas nécessaire-
ment régulier. De fait, la MASC fait largement appel a des développements
asymptotiques non réguliers ou généralisés.

Problémes
4.1. On considére les fonctions d’ordre suivantes :
1 14
1, —elne, ——, "aveclO<v <1, =
Ine

Classer ces fonctions a l’aide de la notation de Hardy quand € — 0.

4.2. On considére la suite asymptotique €™ avec n entier, n > 0. Soit ¢ la
fonction p(z,¢) = eln £ avec x > 0. Classer aussi précisément que possible
cette fonction dans la suite asymptotique a I'aide de la notation de Landau
en utilisant la norme en convergence uniforme ; on prendra les trois cas sui-
vants : 1°) 0 < A} <2< A5, 2°0 < Are <o < Aze,3°)0 < A2 <z
< Ase?; dans chacun des cas, A; et Ay sont des constantes strictement posi-
tives indépendantes de .

4.3. Indiquer si les approximations suivantes sont uniformément valables :

1.ef*=140();0<z<1,e—0.
1

Tr+e
3. e %/ =o(e") pour tout n > 0; 0 <z <1,e—0.
4.4. Développer la fonction ¢ en série pour € — 0 :
_ 1
= 2w—1°

1—|—€1w_7L

2.

=0(1);0<x<1,e—0.

2

Est-ce que le développement est valable dans tout le domaine 0 < z < 1, dans
le sens o les termes successifs sont d’ordre de plus en plus petit en €7
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Utiliser la forme suivante de ¢ :

- 1
o1+ — 2%

1—x

¥

pour déduire un autre développement de ¢ valable dans tout le domaine 0 <
x <1.

4.5. A D'aide d’intégrations par parties successives, montrer que la fonction :
o0 eft
El(x):/ —dt avec x>0
= t
admet, pour les grandes valeurs de x, le développement suivant :

e ® 1 2 n!
1— -4+ = Y L O E
[ x+x2+( ) +

E1 (l‘)

1%

En proposant un majorant du terme négligé, montrer que I'on a défini un
développement asymptotique.
Soit R, (x) le terme négligé. Déterminer les limites suivantes :
lim  |Ru()|

n—oo,x fixé

et :
lim  |Rn(2)].

z—00,n fixé

Montrer que la série est divergente.

En prenant z = 3, montrer que le développement asymptotique représente
la fonction ze® Fy avec une erreur qui posséde un minimum en fonction du
nombre de termes retenus.

On donne : ze® Ey(z) = 0,7862 pour z = 3.

4.6. On considére ’équation :

ex’+r—1=0

dont on cherche les racines quand ¢ est un petit paramétre.
L’équation réduite, obtenue en faisant ¢ = 0, a une seule racine. Pour
récupérer 'autre, on fait un changement de variable de la forme :

=5

On suppose que 0 < A1 < |X| < Ay ot Ay et Ay sont des constantes indépen-
dantes de €. En examinant les diverses possibilités qui s’offrent pour choisir
§(¢), montrer que la deuxiéme racine est retrouvée en prenant § = ~1. On
considérera lescas: 6 <1,0=1,1<d<e 1, =1, d=¢"1

On cherche le développement de la solution sous la forme :

Zo
x:?+x1+x25+-~-.

On déterminera successivement xg, 1, Ta.
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4.7. Soit f(x) la fonction :
flx) =e",
ou = est donné par :

r=—-+¢.
€

Donner un développement asymptotique de la fonction f [z(g)]. Examiner ce

qui se passe si I’on retient seulement le terme dominant de z soit z = —.
€



)

Méthode des approximations successives
complémentaires

Dans ce chapitre, on aborde I’analyse asymptotique des fonctions singuliéres et
I’on rappelle quelles sont les deux versions essentielles de la méthode des déve-
loppements asymptotiques raccordés (MDAR), leurs qualités et leurs défauts
respectifs. La premiére, la méthode du raccord intermédiaire, est la plus uti-
lisée parce qu’apparemment la plus naturelle ; la seconde, la méthode de Van
Dyke, est plus mystérieuse mais d’application plus commode grace a 1'utilisa-
tion d’un principe.

Dans les deux méthodes, il s’agit de relier des développements asympto-
tiques réguliers définis dans des domaines contigus. Le principe de Van Dyke
(PVD) permet de comprendre comment on peut construire une approximation
composite, approximation uniformément valable (AUV).

Cette analyse méne a un principe modifié (PMVD) qui semble lever les
contre-exemples connus, dus en particulier & la présence de logarithmes. Cette
derniére méthode suggére une nouvelle approche, la méthode des approxima-
tions successives complémentaires. La MASC, dont la forme réguliére, équiva-
lente au principe modifié, libére du raccord asymptotique. De plus, sa forme
générale, avec I'utilisation de développements asymptotiques généralisés, laisse
envisager le traitement de problémes que l'utilisation de développements
réguliers ne peut résoudre de fagon simple.

5.1 Méthode des développements asymptotiques
raccordés

5.1.1 Opérateur d’expansion

On considére une fonction @ (x,¢) définie dans un domaine D, par exemple
I'intervalle [0, 1], et pour laquelle on peut construire un développement asymp-
totique régqulier :

Z(S( )& () + o (53")), (5.1)
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et ou naturellement, (5((Ji) (€) est une suite asymptotique de fonctions d’ordre.
Ces développements sont souvent appelés développements de Poincaré. Pour
le signifier de fagon précise, ECKHAUS a défini une notation particuliére [28].

n)

Définition 1. On appelle opérateur d’expansion E((J , opérateur qui permet

d’écrire Uapproximation asymptotique de @ & l’ordre 5(()71). On a donc :
o—E"d =0 (53")) : (5.2)
ce que l’on note parfois de facon imprécise :
& (x,6) 2EM &, (5.3)

avec :
BV & — Z 5 (e) B (a).

1l s’agit ici d’un développement asymptotique a n termes, mais ceci est pure-
ment formel car le point essentiel est 'ordre auquel on s’arréte.

Si 'on souhaite obtenir le développement asymptotique régulier de ¢ pour
m < n, il suffit de connaitre E(()n) @. Si l'on utilise des fonctions d’ordre, on a :

B E @ =B @ 4o (o). (5.4)

Il est avantageux d’utiliser des fonctions de jauge 5(@ (€) car elles lévent
pour une grande part la non-unicité des développements asymptotiques. En
effet, 1’égalité asymptotique (5.4) est remplacée par une égalité stricte :

B EM & = E(™ &.

Ceci se révélera trés utile pour appliquer les principes de raccord.

5.1.2 Développement extérieur — Développement intérieur

Un cas particuliérement intéressant est celui ou la fonction @ n’est pas
réguliére dans D. Le développement asymptotique de @ n’est valable que dans
un domaine plus restreint Dy : 0 < Ag < z < 1, ot Ag est une constante indé-
pendante de . Le développement asymptotique correspondant est appelé, le
plus souvent, développement extérieur; la variable x associée est dite variable
extérieure.

Pour faciliter la présentation, on se limite au cas unidimensionnel et & une
singularité au voisinage de z = 0. On suppose donc qu’au voisinage de x = 0,
il existe au moins un développement asymptotique susceptible de représenter
une approximation asymptotique de ¢ obtenue par un autre processus limite
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que le «processus limite extérieure » donné par ¢ — 0 et x fixé strictement
positif.
Avant de préciser le formalisme utilisé, considérons l’exemple modéle

suivant :
2 v1—4
b (x,6) = ———=exp (—ﬁ) sh (25590) . (5.5)

En supposant z > 0, il n’est pas difficile de construire le développement
asymptotique extérieur a deux termes :

b(r,e)=e " 4+ee ¥ (2—2a)+o(e).
On peut aussi poser :
Eé2) P=e"+ee " (2—2x).

Ceci signifie que 'on a construit 2 termes d’un développement asymptotique
extérieur tel que :
&—EP b =0().

Lorsque I’on a calculé ce développement, on a été amené & faire ’hypothése
que x était strictement positif, justifiant les termes «limite extérieure» ou
« développement extérieur ». Ceci peut faire soupconner la présence d’une sin-
gularité a l'origine confirmée par le fait que @ (0,¢) = 0 alors que E(()l) b=e"
prend la valeur 1 & l'origine. Par définition, cette singularité ne peut pas étre
levée par la seconde approximation E(()Q) @ qui prend la valeur 1 + 2 ¢ a lori-

gine. Ainsi, E(()l) P et E(()Q) @ ne sont pas des approximations asymptotiques de
@ au voisinage de lorigine. Il y a perturbation singuliére; il faut introduire
un autre processus limite au voisinage de celle-ci. On parle classiquement de
comportement de couche limite.

L’hypothése © > 0 s’est révélée nécessaire pour négliger un terme du
type e~ %, ce qui est naturellement faux si x est trés petit ou égal a zéro.
Le «processus limite intérieure » est donc indiqué en posant :

x="21
e

Cette nouvelle variable X dite variable intérieure, permet de construire un
développement asymptotique régulier dans un voisinage de l'origine. Ce déve-
loppement, dit développement intérieur, est obtenu en utilisant le processus
limite, X fixé, e — 0, sur la fonction :

P (X,e) =P (eX,¢e).
On obtient sans difficulté :

P(ze)=(1-eN)+e[2-X)-2+X)e ¥ +o(e).
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On peut aussi poser :
EYo=(1-c¥)+e[2-X)-2+X)eX].

Ceci signifie que 1'on a construit 2 termes d’un développement asymptotique
intérieur tel que :

d-EDd=0(c).

5.1.3 Raccord asymptotique

L’idée du raccord asymptotique provient du fait que E(()z) & est une approxi-
mation de @ tant que 0 < A; < x <1 ou A; est une constante indépendante
de ¢, alors que EgQ) @ est une approximation de la méme fonction si I'on a
0 < By < X < By (s0it 0 < Bie < & < Bse ) ou By et By sont des
constantes indépendantes de . Bien que EEJQ) D et ESQ) & n’aient pas la méme
structure, il doit exister un lien entre ces deux approximations. On peut par

exemple imaginer que, d’une certaine fagon, E((JQ) @ doit rester une approxima-

tion asymptotique de @ si ’on se rapproche de l'origine ; de méme, E(lz) @ doit
aussi étre une approximation de @ si l'on s’éloigne de 'origine. Ceci améne a
la notion de recouvrement.

Le recouvrement de ESQ) P et E§2) @ exprime que ces deux fonctions ont un
domaine commun de validité. Ceci signifie que 'on s’attend a ce que Eé2) b
et E?) @ soient simultanément des approximations de @ lorsque x est dans
un domaine compris entre les domaines extérieur et intérieur. Cette idée sera
reprise plus loin.

Toutefois, on est stir que si I'on se rapproche trop de l'origine, E(()Q) @
ne reste pas une approximation de @ sinon il n’y aurait pas perturbation
singuliére. De la méme fagon, Ef)@ n’est pas une approximation de @ si
I'on s’éloigne trop de l'origine. Néanmoins, comme suggéré par le modéle de
Friedrichs (Sect.2.2.1), les deux limites correspondantes pourraient s’identi-
fier. Cette conception trés brutale du raccord asymptotique revient a écrire :

lim B & = lim B &
z—0 X —o0
Avec I'exemple (5.5), on voit que :

m%¢9@:1+2a

alors que limx . EgQ) @ n’est pas bornée, ce qui d’ailleurs n’aurait pas été le
cas si ’on s’était limité au premier ordre.

Pour améliorer cette idée, on peut raisonner sur les comportements plu-
tot que sur les limites, donc en s’appuyant sur les développements asympto-
tiques. Ainsi, EéQ) @ est une fonction de z et de € dont on peut évaluer le
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comportement & ’aide du développement asymptotique obtenu par le proces-
sus limite intérieure. En se situant au méme ordre O (g), on obtient facilement :

EPEPd=1+¢02-X),

et la limite précédente revient sur cette expression & prendre X = 0.
De méme, on obtient :

EPEP @ =1-2+2.

La limite n’existe pas car cela revient & écrire x — co. En revanche, on observe
que les deux développements donnent le méme résultat :

EPEY ¢ =EPY EP o

Sous une forme qui sera précisée plus loin, cette fagon d’opérer est initiale-
ment due & VAN DYKE [93]; elle est extrémement commode pour trouver les
relations entre les développements extérieur et intérieur. Il faut noter que les
deux développements utilisent des fonctions de jauge ; dans le cas contraire, il
faudrait remplacer le signe de l'identité = par le signe de l'identité asympto-
tique 2. On verra que, tel qu’il est formulé par VAN DYKE, le principe n’est
pas toujours applicable. C’est pourquoi une autre école, initiée par les travaux
de KAPLUN [39], poursuivis par LAGERSTROM [42] utilise la notion du raccord
intermédiaire |9, 15, 38] avec ’hypothése sous-jacente qu’il existe des zones de
recouvrement pour les deux développements asymptotiques considérés. L’idée
peut paraitre séduisante, mais nous verrons que la méthode est trés complexe
a mettre en ceuvre et que, par ailleurs, elle fonctionne beaucoup moins bien
que le principe de Van Dyke aménagé.

Voyons sur 'exemple (5.5) comment s’applique la régle du raccord inter-
meédiaire. Pour ce faire, on introduit le «processus limite intermédiaire », xs
fixé, ¢ — 0, ou xg est la variable intermédiaire définie par :

oo Z
5_6(5)’
avec :
e<d(e) <1

Rappelons que ¢ < ¢ se lit « & est asymptotiquement plus petit que § » ; cette
notion a été définie Sect. 4.1.2.
On obtient les résultats suivants :

Es® =1—6xs+2e+0(6%) +o(e),
EsES) @ =1 0u5 +2:+ 0 (62) +o(e),
Es Egz)qs =1—90xs+2c+0(e") pour tout n € R,

ot Es est 'opérateur d’expansion qui permet de développer @ dans le domaine
ot x5 est tel que 0 < C7 < x5 < (5 ou C7 et Cy sont deux constantes
indépendantes de €.
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1 0 62 ® e Développement
extérieur : x
\ o
\'\ D// 1 t
® 5 — intermediaire : 2,
/V
Développement
O intérieur : X
1 € (6=¢)

Fig. 5.1. Diagramme des ordres de grandeurs

En se limitant & I'ordre ¢, le seul possible par construction des développe-
ments extérieur et intérieur, on voit clairement les résultats suivants :

— Si £ = 6(e), alors Eg® = EsEY) ® mais E; B & £ E;E® @,

~ Si6(e) < VE, alors By & = Es B & = By B & = 1 — o5 + 2.

Dans le premier cas, le raccord intermédiaire n’est pas possible et ceci n’est
généralement pas prévisible.

On peut se rendre compte des problémes posés a I’aide d’une visualisation
proposée par le schéma Fig. 5.1. Pour simplifier, on examine la fonction :

P=ec"

qui est le premier terme du développement extérieur de la fonction (5.5).

Sur cette figure, chaque ligne horizontale est associée & une valeur de ¢. La
premiére ligne horizontale correspond & § = 1, c’est-a-dire au développement
extérieur ; la deuxiéme correspond & une valeur de § telle que € < § < 1, c’est-
a-dire & un développement intermédiaire. La derniére correspond a § = e,
c’est-a-dire au développement intérieur. La verticale indique donc du haut
vers le bas la variation de § depuis § = 1 jusque § = €. Les ordres de grandeur
des termes des développements asymptotiques sont indiqués le long des lignes
horizontales ; 'ordre est limité & e sur la figure. Les lignes inclinées évoquent
le comportement de Eél) @, ici confondu avec la fonction elle-méme, quand
T =0d0xs:

e " =1— w5+ 0%2F — 8°xf + -

Les petits cercles symbolisent la présence d’un terme dans le développe-
ment considéré. Ainsi, sur la figure, le développement intermédiaire contient
4 termes dont l'ordre de grandeur est asymptotiquement plus grand que ¢; la
valeur de ¢ est telle que 6% = ¢ = §%. Le développement extérieur ne contient
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qu’un seul terme ; ici, dans cet exemple simple, c’est la fonction e~* elle-méme.
Le développement intérieur contient deux termes jusqu’a 'ordre € puisque :

e l=e N =1—-eX+---.

Enfin, les doubles fleches indiquent le sens des raccords possibles & cet
ordre. Par exemple, le terme —dx5 du développement intermédiaire se raccorde
avec le terme —e X du développement intérieur, mais le raccordement du terme
5222 nécessite de considérer le terme en £? du développement intérieur qui est
en dehors de la figure.

Plus § est proche de 1, c’est-a-dire du développement asymptotique exté-
rieur, plus le nombre de termes & considérer est important si ’on veut avoir la
précision requise O(g). Pour avoir un raccord intermédiaire dans cette zone, il
faut donc un nombre de termes de plus en plus grand dans le développement
intérieur. Cette remarque montre bien les difficultés pratiques dans ’applica-
tion de la technique du raccord intermédiaire. Nous verrons plus loin qu’il y a
méme des exemples plus complexes ou il n’est pas possible de raccorder avec
cette méthode.

5.2 Couche limite

5.2.1 Opérateur d’expansion a un ordre donné

En préliminaire, précisons la notion d’opérateur d’expansion. On pourra trou-
ver dans Eckhaus [28] une analyse beaucoup plus compléte.

Si @ (z,¢) est définie dans le domaine D tel que, 0 <z < Byet 0 <e < ¢gq
ol By et g9 sont des constantes positives indépendantes de e, admettons que
Pon puisse écrire le développement asymptotique régulier (5.1) :

n

O (2,e) =3 58 ()2 () +o (5g">) . (5.6)

i=1

Ce développement sera appelé développement extérieur.

Si la fonction est singuliére & l’origine, ce développement n’est a priori
une approximation de @ & l'ordre indiqué que dans le domaine Dg tel que
Ap <z < By ou Ay est une constante indépendante de € aussi petite que sou-
haité. Néanmoins, on verra plus loin avec le théoréme d’extension de Kaplun
que cette approximation peut étre prolongée dans le voisinage de x = 0 si ’'on
accepte une précision plus faible.

Pour étudier le voisinage de l'origine, on introduit les variables locales :

avec :
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sauf pour v =0 ot l'on a :
(5() (E) =1.

On utilise la notation zg = x.

On définit alors les domaines asymptotiques D, tels que, A, < z, < B,
ou A, et B, sont des constantes positives indépendantes de €.

La suite d,, est une suite asymptotique, ou :

vy < Vg
entraine :
Opy = Oy

Ainsi, plus v est grand, plus on se rapproche de 'origine.
On admet aussi qu’a chaque étape, on peut construire un développement
asymptotique régulier de @ (z,¢) :

b (z,¢) = zn: 50 () @) () + 0 (557”) :
i=1

Le nombre de termes considérés dépend évidemment de v et, de fait, il
faudrait noter n, a la place de n.
On adopte maintenant la notation suivante :

ES &= "5 (e) ) (), (5.7)
i=1

de sorte que l’on a :
&-EMo=o (5,<,">) .

L’opérateur Ef,") est appelé opérateur d’expansion. Précisons cette notion a
I’ordre §. Si pour § donné, on a :

&—EMd=0(5), (5.8)

on dit que El(,") est un opérateur d’expansion & l’ordre 6. Comme le nombre
de termes n’a plus d’importance, on peut maintenant enlever I’exposant (n).
C’est d’autant plus commode qu’en toute logique n dépend de v.
Donc, étant donnée une approximation E,® de & & ['ordre § dans le
domaine D,,, on note :
¢—E,&=0(0).

Dans la suite, quand une approximation est indiquée de cette fagon, il est
sous-entendu, sans autre indication, que 'ordre de ’approximation est fixé.

5.2.2 Approximations significatives

On définit d’abord la notion suivant laquelle une approximation est contenue
dans une autre.
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Définition 2. Etant données deux approzimations asymptotiques définies dans
des domaines différents D, et D,, on dit que E, @ contient E,, & si :

E,E,&=E, . (5.9)

Pour une fonction réguliére, il parait naturel de penser que le dévelop-
pement extérieur contient tout développement intermédiaire. Autrement dit,
toujours en utilisant des fonctions de jauge, pour tout 6, <1, on a :

E,E & =E, .

Pour une fonction singuliére, il existe une valeur de v, par exemple v = 1,
telle que :
E1Eo® #E; 2.

Le développement intérieur E1 @, défini a 'ordre §, n’est pas contenu dans
le développement extérieur. De méme que pour le développement extérieur, on
dit que l'approximation donnée par le développement intérieur est significa-
tive. La variable correspondante x; que I’on notera trés souvent X est appelée
variable de couche limite.

Une condition nécessaire, mais non suffisante, pour qu’une approximation
réguliére E,, @ soit significative est qu’elle ne soit contenue dans aucune autre
approximation réguliére au méme ordre. On verra dans la suite que la présence
de logarithmes peut mettre en cause la partie « condition suffisante » de cette
proposition.

Les liens qui doivent exister entre ces divers développements, Eg @, E; @ et
E, @ pour 0 < v < 1 sont les régles ou principes heuristiques qui définissent le
raccord asymptotique. Le raccord a une importance capitale lorsque la fonction
& est solution d’un probléme intégro-différentiel avec des conditions initiales et
aux limites. C’est grace a lui que 'on pourra trouver les conditions nécessaires
a la résolution des problémes réduits relatifs aux approximations extérieure et
intérieure. Par ailleurs, comment construire une approzimation uniformément
valable (AUV) de la solution inconnue @, et & quel ordre, sont des questions
qui prendront toute leur signification plus loin.

5.3 Raccord intermédiaire

5.3.1 Théoréme d’extension de Kaplun

Quand on a une fonction singuliére @ et une approximation extérieure Eqg @
valable & Pordre 1 dans le domaine Ay < x < By, (Bg = 1), le théoréme
d’extension de Kaplun [39, 40] indique que, dans un certain sens, la validité
de 'approximation peut étre étendue.

Théoréme 1. Plus précisément, on a :
lim [ — Eq®] =0
e—0

dans intervalle § () < x < 1, ot 6 (g) est une fonction d’ordre telle que
d(e) <1
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Il faut noter que la précision de I’approximation n’est pas indiquée et qu’elle
s’affaiblit nécessairement quand on se raproche de 'origine.
Le théoréme d’extension est généralisé de la facon suivante :

Théoréme 2. Etant donnée une approzimation E, & de &, définie dans un
domaine D,,, le domaine de convergence uniforme de E,, @ peut, en un certain
sens, étre étendu.

Plus précisément, il existe une fonction d’ordre 6,, # 0,, donc un domaine
D,, telle que E, @ contient E,, & :

E,E, & =E,®.

5.3.2 Etude d’exemples

Il faut étre trés prudent dans 'application du résultat précédent. Examinons
deux exemples.

Exemple 1. Considérons la fonction :
& (z,e) =1+x+e/° (5.10)
Comme il est classique de choisir les échelles intérieures en posant :
0, (e) =¢€”,
on obtient & l'ordre 1 :

E¢g®=1+2 pour v =0,
E, =1 pour O0<v<l,
Eiyd =1+ pour v=1.

Que dit le théoréme d’extension sur l'intervalle 0 < p < 17

1. Siv =0, il existe u > 0 tel que :
1=E,Ec¢=E,d=1

Ainsi, Eg @ contient E,, @ et le domaine de validité de E,, ¢ étend celui de
Eo @.

2. Siv =1, il existe u < 1 tel que :
1=E,E1¢=E,¢=1.

Ici, E1 @ contient E,, @ et le domaine de validité de E,, @ étend celui de
E;1 ®. 1l en est de méme pour p > 1 car alors :

2=E,E, &0 =E,®=2
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Le théoréme s’applique donc sans difficulté, ce qui peut sembler un bon
point pour le raccord intermédiaire.

Exemple 2. Cet exemple va donner les limites d’utilisation du théoréme
d’extension et, en méme temps, montrer que la présence de logarithmes pose
des problémes. Considérons la fonction :

1 efac/s

D = — . 11
(z.€) 1nx+ Ine (5.11)

1
On obtient facilement, a 'ordre v
ne

1
Eg®=— pour v=0,

Inz
1
E, &= pour 0<v <1,
vine
1 -
E1§Z5:+7e pour v =1.
Ine

Le théoréme affirme :

1. Si v =0, il existe u > 0 tel que :

1 1
—E,Eo®=F,®=

plne plne’

On en conclut que Eo @ contient E, @ et le domaine de validité¢ de E, &
étend celui de Eg .

2. Siv=1,il existe p < 1 tel que :

E,E & =E,,

or :
E, E (P—L et E, o= !
P T e K2 plne’

Avec les échelles €#, E; @ ne contient pas E,, ®.

Il n’existe donc aucune possibilité dans ce dernier cas de vérifier le théo-
réme d’extension, et par voie de conséquence, d’obtenir un raccord intermé-
diaire.

Ce n’est pas un contre-exemple car le choix des échelles e* n’est pas assez
dense pour toutes les éventualités possibles. Autrement dit, I’extension du cas
v =1 est trop faible pour étre mesurée par ’échelle e#. Avec §,, = —eIne par
exemple, le théoréme d’extension est bien vérifié.

1
On note que —elne < €” pour v < 1 et, a Pordre e on a:
ne
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On obtient : .
E#@:EuEléz E
Avec I'échelle §,, = —elne, E; @ contient donc E,, @ et le domaine de validité

de E,, & étend celui de E; @ (cf. probléme 5.2).

Neéanmoins, on voit & quel point, dans le cas en particulier ot des loga-
rithmes sont présents, la méthode du raccord intermédiaire peut étre mise en
défaut.

Si, dans une telle situation, le théoréme d’extension n’a aucune utilité
pratique, on observe que 1’on a, toujours & ’ordre considéré :

B, E,®=E,E, o.

Cette remarque sera reprise plus loin.

5.3.3 Régle du raccord intermédiaire
Hypothése de recouvrement

En préalable au raccord intermédiaire, I’hypothése d’une zone de recouvrement
parait naturelle ; elle est formulée simplement comme ci-aprés. Le développe-
ment extérieur régulier de @ est donné dans le domaine 0 < Ay < x < 1 par

E(()n) @, soit :
o - B @ =0 (50" ().
Ce domaine peut étre étendu au domaine = € (4,1) avec 6 = o(1) de sorte

que :
@ —E & = o(5) avec 6" = O(6%), (5.12)

ce qui exprime que 'extension du domaine de validité s’accompagne d’une
perte de précision de ’approximation.

De la méme facon, la validité du développement intérieur E(lm) P tel que,
pour 0 < z1 < Bj ol 27 = z/d1(¢) est la variable intérieure :

o —E" @ =0 (5"())
peut étre étendue au domaine z € (0,6) de sorte que :
& —E"™ & = o(5*) avec 5™ = 0(5%). (5.13)
Remarque 1. Dans les expressions (5.12) et (5.13), 6" est bien le méme; en fait, le
choix de 0™ a été fait pour qu’il en soit ainsi et il se peut bien sir que la précision
de 'une des deux extensions soit meilleure.

Définition 3. Il y a recouvrement si :

6 =0(d).
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Cette définition du recouvrement peut étre traduite a l'aide des opérateurs
d’expansion.

Les extensions des domaines de validité de E(()n) et Egm) ayant €té déter-
minées comme ci-dessus, le recouvrement de ces domaines exprime que, quel
que soit d, tel que :

5 =6, =0,

on a, a 'ordre §* :
E, & =E,E"&=E,E"™ &. (5.14)

Dans cette définition, E, est l’opérateur d’expansion intermédiaire a ’ordre §*
défini avec la variable intermédiaire x,, = x/9,.

Régle d’Eckhaus

Dans ce cas, la régle heuristique proposée par Eckhaus qu’il convient d’écrire
est la suivante :

Si l’on suppose que les domaines de validité étendus de E(()") @ et de Egm) P se
recouvrent et que ces fonctions continues donc bornées possédent un dévelop-
pement intermédiaire, alors, pour tout k, il existe d,,, n et m tels que :

EM ¢ =EME"M ¢ =EPE™ ¢, (5.15)

En pratique, il y a quelques difficultés a mettre en ceuvre une telle régle.
En effet, la situation est logiquement inverse a ce que l’on pouvait espérer.
En général, n et m sont donnés et ’on cherche k pour que l'on puisse écrire
I’égalité dans un certain domaine D,,.

La fonction (5.11) montre les limites d’applicabilité du raccord intermé-

diaire. Pour k = 1 et n quelconque, avec §,, = €”, on a bien I’égalité :
. 1
EVEM®=EN@®=—— pour 0 < v < 1,
vine

mais il n’existe aucun m pour lequel on peut avoir I’égalité El(,l) Egm) ®= El(,l) P.
On montre en effet que pour 4, =" :

1
EME™ ¢ = —
vl Ine

1—|—m_ (1—1/)1’].

p=1

Dans ce cas particulier, il n’y a pas de zone de recouvrement aux échelles
e” envisagées. Il aurait fallu prendre par exemple 1’échelle §,, = —eIne pour
assurer le recouvrement des extensions de E{” & et E{™ & et vérifier la regle

d’Eckhaus.
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5.4 Le principe du raccord asymptotique

5.4.1 Le principe de Van Dyke

Le principe dit de Van Dyke (PVD) a été énoncé en 1964 [93]. Ce principe
assez mystérieux traduisait selon Van Dyke lui-méme la pensée de Kaplun.
Quand il fonctionne, son application ne présente aucune difficulté. Il s’énonce
de la fagon suivante :

FEtant donnés n termes du développement extérieur et m termes du dévelop-
pement intérieur, on a :

Admettant de plus que l'un des buts de l’analyse asymptotique singuliére
est de construire un développement asymptotique de la solution a un ordre
donné, une approzimation composite se présente sous la forme [94] :

Bopp = BT &+ E(™ & — B[V E(™ . (5.17)

Bien str, cette forme n’est valable qu’en présence d’une seule couche limite
dans le domaine d’étude, mais le résultat peut étre généralisé lorsqu’il y a plus
de deux domaines significatifs.

5.4.2 Principe modifié¢ de Van Dyke

Avec lexpression (5.17), PAUV ne peut avoir la précision que du terme le
moins précis. Or, il serait préférable que chaque terme, a 'image d’une chaine
haute fidélité, ait la méme précision. Il parait donc souhaitable d’utiliser des
développements définis au méme ordre, d’ou le principe modifié :

SiEq @ et E; @ sont les développements extérieur et intérieur de @, a un ordre
donné §, définis selon une suite asymptotique de fonctions de jauge, on a :

EO Eld5 = E1 EO P. (518)

Par ailleurs, dans le cas d’une seule couche limite, une AUV ®yupp, dans D
doit étre obtenue, au méme ordre, par le développement composite :

Bopp = B ® + B, & — E E, &, (5.19)

Ce principe, avancé par Mauss [58], sera appelé « principe modifié de Van
Dyke» et sera noté dans la suite PMVD. La raison pour laquelle il n’a pas
été énoncé par Van Dyke est que, dans les applications, les développements
extérieur et intérieur sont généralement hiérarchisés. Par exemple, connaissant
le premier terme de Eg®, on 'utilise pour trouver l'ordre de grandeur du
premier terme de E; @ qui n’est pas nécessairement du méme ordre.
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Il faut signaler que l'utilisation des fonctions de jauge permet d’écrire la
relation (5.18) avec une égalité. Pour éviter Pambigiiité de la notation, certains
Iécrivent sous la forme :

EiE0E1 2 =E; Ey 9, (5.20)
pour signifier 'utilisation de la variable X ou bien :
EoE1 @ =EoE; Eg?, (5.21)

pour indiquer celle de la variable . Que ce soit dans les exemples qui suivent,
ou mieux, dans la méthode des approximations successives complémentaires
(MASC) plus loin, la distinction dans Pécriture entre variable intérieure et
variable extérieure n’a pas lieu d’étre un probléme.

5.5 Quelques exemples et contre-exemples

On va voir sur les exemples précédents et quelques autres comment fonc-
tionnent ces divers principes et régles.

5.5.1 Exemple 1

Si 'on considére d’abord lexemple (5.5), a I'ordre ¢, on a :
EgyP=e¢"+ee(2—1x)),
Ej&=1+2—¢c"2z,+0(e®) +o0(e),
E,d=(1-e")+c[2-X)-(2+X)e ¥].

ot E* désigne le développement asymptotique non écrit a ’ordre considéré
pour la raison évidente que le nombre de termes dépend de la valeur de v.

On a:
14e(2—-X)=E1EgP=E E;d=1— 2 + 2¢.

Remarque 2. La présence d’'un terme de type ex est impossible; en effet, avec la
variable X, il deviendrait e2X et, avec l’utilisation de fonctions de jauge, ce terme
ne doit pas apparaitre & l'ordre ¢ ici considéré.

On peut voir sans difficulté que, quel que soit 0 < v <1, 0n a :

E, $upp = E, &,

avec :
Bopp =€ " —e X t¢ [(2—z)e ™ - (2+ X) e_X] .
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5.5.2 Exemple 2

Si, dans ’exemple précédent, il y a tout de méme une possibilité de raccord
intermédiaire dont l'application nécessite une certaine prudence, voyons de
fagon plus précise 'exemple (5.11) :

1 e—m/e

[ = — .
(@.€) Inzx Ine

Si ’on s’arréte a 'ordre O <2> , on obtient les divers développements

(Ine)
asymptotiques :

1
Eoy®=— pour v=0,

Inx
1 Inz,
E, & = s 5 pour O0<wv<l,
vine 12 (lne¢)
14+e™™ 1
Ei1® = te — nx12 pour v =1.
Ine (Ine)

Ici, le développement extérieur contient le développement intermédiaire :

1 Inz,

vine 2 (Ine)*

E,6=FE,E &=

Par contre, le développement intérieur ne contient pas le développement

intermédiaire car :
2—v Inx,

Ine  (Ine)®’

E,E &=

et donc E, & # E, E; .

Avec les échelles choisies ¥, il n’y a pas possibilité de recouvrement et
donc de raccord intermédiaire. Méme la régle de Van Dyke est en défaut dans
certains cas. Par exemple, on a :

1 1
B Egp— L o
Ine (ln 5)

mais : 9
EVEP e = =
o Ine

Pourtant le PMVD, précédemment énoncé, s’applique sans difficulté :

11 2 1
— - L B By =Eg B b= — — ——
Ine  (Ineg) Ine  (Ineg)

Dans ces conditions, en utilisant AUV, on peut vérifier que pour tout v :
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E, ®app = E,, b

i ntre qu’a 1’ordr nsidéré n ien mém
Ceci montre qu’a 'ordre considéré, O , on obtient les mémes

(Ine)?
développements asymptotiques pour toutes les valeurs de v en prenant ¢ ou
Dapp-

Sur cet exemple, on constate donc que le raccord de Van Dyke ne fonc-
tionne que pour certaines valeurs du nombre de termes considérés (cf. pro-
bléme 5.3). En revanche, le principe proposé¢ (PMVD) fixe précisément les
termes que l'on doit prendre en compte pour assurer non seulement le rac-

cord, mais aussi, pour assurer la possibilité de construire une AUV.

5.5.3 Exemple 3

Considérons la fonction :

1
o = 5.22
(@,¢) Inz —Ine+1 ( )

Sil’on s’arréte a l’ordre O ( > , on obtient les divers développements

Ine)’
asymptotiques :
1 1+1
Eoéﬁ:———;n; pour v =0,
Ine  (In¢)
1 1+Inz,
E, &= — +2n:z: 5 pour 0<wv<l,
(v—=1)Ine (v—1)*(Ine)
1
E, o pour v =1.

"I T+ 1
Ici, on calcule facilement :

1 1+Inz,
E, Bgd =V 170
Ine (Ing)
1 1+Inz,

(v—1ne (y—1)%(Ine)®

E, B &=

Contrairement au cas précédent, le développement intérieur contient le
développement intermédiaire. On a :

E,E1®¢=E,,
alors qu’il n’en est plus de méme pour le développement extérieur :

E,Ey® #E, &.
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Il n’y a donc pas de raccord intermédiaire car il n’y a pas de zone de recouvre-
ment & cet ordre avec les échelles choisies €”. En fait, 'extension du domaine
de validité de Eg @ est trop faible pour éte mesurée avec ’échelle .

En revanche, le PMVD s’applique toujours sans plus de difficulté :

1 14+Inz
Ine  (Ing)?’

et, avec I'approximation uniformément valable, on peut vérifier que, pour
tout v :

E1Egy®=E(E, ¢ =

El/ gpapp = EV 4)7

car, sur cet exemple simple, oy, = .

5.5.4 Exemple 4

Ce dernier exemple est particuliérement éclairant ; on combine les fonctions :

o 1 e/ o 1
= —_— t - .
1(@e) 1no:+ e ¢ 2 (2,¢) lnz —lne+1
On obtient ainsi :
=&, + Do (5.23)

Il apparait qu’il n’y a aucune possibilité de recouvrement avec les échelles ”
1

a l'ordre considéré O )2>7 car en utilisant les résultats des Sects. 5.5.2
ne

et 5.5.3, on a :

E,E,® £E,
E,E,® +E, &.

Les extensions des domaines de validité de Eq @ d’une part et E; @ d’autre
part sont trop faibles, chacune de leur coté, pour étre mesurées avec des
échelles €”. Ces extensions sont méme si faibles que, quelle que soit ’échelle
considérée, il ne peut pas y avoir recouvrement.

Pourtant, on a bien le raccord :

E1Eg® =EoE; @.
La encore, on peut vérifier que pour tout v :
E, @opp = E, .

Dans 'exemple de la Sect. 5.5.2, toute 'information sur le développement
intermédiaire est contenue dans le développement extérieur alors que, dans
I’exemple de la Sect. 5.5.3, elle est contenue dans le développement intérieur.
Dans 'exemple (5.23), 'information est contenue pour partie dans le dévelop-
pement extérieur et, pour partie, dans le développement intérieur.

Le raccord intermédiaire exige qu’il y ait une zone de recouvrement, c’est-
a-dire que toute I'information sur le développement intermédiaire soit a la fois
contenue dans le développement extérieur et dans le développement intérieur.
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5.6 Réflexions sur le raccord asymptotique

Il semble donc que le PMVD léve les contre-exemples connus au PVD. Exa-
minons cependant I'exemple de la fonction suivante :

&= 1+e*$/€+51n§ (5.24)

sur l'intervalle 0 < # < 1. A I'ordre O(e), on voit que :

Ec®=1—clne+eche, (5.25a)
Eid=1+e X +elnX avec X:; (5.25b)

Ainsi, a U'ordre O(—e¢lne¢), il n’y a pas raccord :

EoE & = 1,
ElE()@:1—€1n€7

mais il n’est pas possible, a cet ordre, de construire une AUV. On est donc
conduit & appliquer le PMVD en ’associant avec la construction d’une AUV.

De plus, le PMVD s’applique alors que la régle du raccord intermédiaire
est en défaut quand les développements extérieur et intérieur sont définis a
un ordre donné, ce qui est, en pratique, toujours le cas. Il est intéressant,
a ce propos, de signaler la pensée de Van Dyke « Fortunately, since the two
expansions have a common region of validity, it is easy to construct from them
a single uniformly valid expansion ».

Au vu de l'exemple de la Sect.5.5.4 ou, & 'ordre indiqué, il n’y a aucune
région de validité commune, et ol une approximation uniformément valable
peut étre construite, il semble bien que la recherche d’une AUV doit étre le
point de départ de notre réflexion. On reviendra sur ce point essentiel mais il
y a plus. Nous avons en vue des applications en Physique pour lesquelles le
petit paramétre € n’est pas nécessairement aussi petit que l'exigent formelle-
ment les mathématiques précédentes. Ainsi, la notion méme de recouvrement
devient illusoire, méme dans des cas simples. Prenons par exemple le modéle
de Fiedrichs déja étudié Sect.2.1.3. A l'ordre 1, on a :

Eoy =yo(z) =ax+1—a, (5.26a)
Eiy=Yy(X)=(1—-a)(l—-e¥). (5.26b)

Si 'on trace yo(z) et Yo(X) (Fig.5.2), on voit que la notion intuitive de
recouvrement n’existe pas. Le recouvrement est une notion mathématique
valable seulement quand € — 0 et ’on vient d’en voir les limites.

Avant d’aller plus loin, rappelons, dans une présentation simplifiée et 1ége-
rement modifiée, quelques résultats obtenus par Eckhaus [29], résultats parti-
culiérement éclairants.
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0

0 x 1

Fig. 5.2. Approximations yo(z) et Yo(X) pour le probléme de Friedrichs

5.6.1 La couche limite corrective

On considére le développement extérieur Eg@®. Encore une fois, quand le
nombre de termes n’est pas indiqué, cela signifie que le développement est
construit, avec des fonctions de jauge, a un ordre déterminé, par exemple ¢ (¢).
On suppose, ce qui est une condition assez restrictive, que Eg @ est une fonc-
tion continue donc bornée dans tout le domaine D. On peut alors définir la

fonction @ dans D : B
=@ —EyP. (5.27)

Compte tenu que Eq Eq® = E( @, il est trivial de vérifier que :
Eo® = 0.

On va supposer que, pour tout entier k, il est possible de trouver un ordre
de grandeur ¢ (¢) tel que :

ES)E; & = 0.

Ceci permet d’affirmer que le développement intérieur E; @ contient le
développement extérieur. En se limitant, pour simplifier, au cas ou :

E,E, & =0,

on voit bien que E; o peut étre qualifié de couche limite, le terme « corrective »
s’ajoutant naturellement par la définition de ®. Cette propriété est bien
vérifiée sur 'exemple de la Sect.5.5.4 pour lequel il n’y a pas recouvrement
pour .

On peut alors montrer que :

P=FyP+E,&—E,E, &+0(5), (5.28)
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avec :

EoE1®=E;Eg9®.

A partir de ce résultat, on peut déduire comme Lagerstrom [42] quil y
a une zone de recouvrement pour ¢ (Sect.5.7); une traduction en est qu’il

existe d, tel que : B B _
ELEi¢=E,Eq&=E,d=0.

En fait, Lagerstrom utilise un exemple donné par Fraenkel pour lequel
il n’y a pas recouvrement pour ¢ mais ou le principe du raccord s’applique
bien. Encore une fois, cette idée, parfois contestable, que la régle du raccord
intermédiaire doit primer sur le principe est sous-jacente. Par ailleurs, si Eg @
n’est pas une fonction bornée dans D, moyennant quelques hypothéses dont
on va voir la teneur dans la suite, on peut obtenir (5.28).

La couche limite corrective est en fait une des clés permettant de com-
prendre l'intérét du PMVD et des AUV. Reprenons I'exemple du modéle de
Friedrichs (Sect.2.1.3). On pose :

J=y—yo(2). (5.29)
A Pordre indiqué, on a :
Eoy =0, (5.30a)
E1g=Ei(y—Eoy). (5.30b)
Ceci donne aisément :
E1j=—(1—-a)e ¥, (5.31)

Comme Eg g est nul, E; 7 est en fait une AUV de g. C’est pourquoi, cette fois,
la notion de recouvrement prend tout son sens (Fig. 5.3). De plus, si 'on s’en
tient & la définition de g, on obtient :

—_—_— e e e e e e - —————y

i Ey

Fig. 5.3. Couche limite corrective pour le probléme de Friedrichs
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EcE1g=E{Eqy=0.

Comme a l'ordre 1 on a :
?j = El ?j + 0(1)7

on obtient le résultat :
y:E0y+E1y—E1Eoy+O(l) (532)

Remarque 3. L’idée de couche limite déficitaire rejoint celle de couche limite cor-
rective. Une formulation déficitaire a été proposée par LE BALLEUR [49] pour tirer
avantage de I’hypothése que «les domaines de calcul du fluide parfait et du fluide
visqueux se recouvrent et occupent tout I’espace». Une méthode déficitaire a éga-
lement été développée et mise en ceuvre pour des écoulements hypersoniques ol
les caractéristiques du fluide parfait varient sensiblement dans 1’épaisseur de couche
limite [4, 5, 6].

5.6.2 Le PMVD d’aprés ’hypothése de recouvrement

Le précédent résultat, trés intéressant, peut étre obtenu a partir de I’hypothése
de recouvrement. Le théoréme démontré par Eckhaus [28] est formulé ici dans
une forme adaptée au PMVD. Il exige quelques conditions qui ne sont pas
trés astreignantes pour les applications. Outre que l'on suppose l'existence
des développements réguliers Eq @, E; @ et E, @ a 'ordre §, on doit avoir :

6=¢em7,

ol m est un entier et ol -y est un nombre positif aussi petit que souhaité.
Ce procédé exclut la possibilité de « couper un développement asymptotique
entre des logarithmes » ; par exemple, des termes d’ordre € In € et € doivent étre
considérés ensemble et ne pas étre dissociés. Pour une formulation explicite
comme envisagée ici, cette maniére de faire est nécessaire pour éviter tout
probléme. Elle est clairement affirmée par Fraenkel [30] mais aussi par Van
Dyke [94]. En fait, comme on 'a déja signalé, le PMVD étant lié a l'existence
d’une AUV telle que (5.19), celui-ci léve tous les contre-exemples connus. En
effet, le probléme de la coupure évoquée ci-dessus ne se pose plus. Une autre
condition importante est liée au comportement du développement extérieur
quand x — 0 et a celui du développement intérieur quand X — oo.
Condition de comportement C. On pose :

i=1
Dy =FE1 0= 6 ()i (X), (5.33b)

ou, par définition, Eqg et Eq sont des opérateurs a l’ordre §,,. La variable
locale est :
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T
=—— avec v <1.
v(e)
La condition C suppose que lorsque © — 0, chacune des fonctions ¢; (x)
se comporte comme :

o1 (0) = 3 a1y Ai; () + 0 [Aim, ()] (5.34)

ot a;; est une suite de constantes et A;; est une suite de fonctions de jauge
dont les propriétés sont précisées ci-dessous.

On admet aussi que les fonctions 1¥;(X) ont un comportement du méme
type lorsque X — 00.

On suppose que les fonctions de jauge A;;(e) et v (g) sont des fonctions
élémentaires telles que P ou (In1/¢)? ou des produits de ces fonctions; p, ¢
sont des nombres réels. A n’importe quel ordre 6* tel que 6* < 1, ces fonctions
ont la propriété (Ann. V) :

Eo E] Aij(x) = E] Eg Ay (),

ou Ef et E] sont les opérateurs a lordre §*.
On en déduit (Ann. V) :

EoE, &y = B, Eo &y = E; Do, (5.35)

ou Eq et Eq sont les opérateurs a 'ordre 6,,.
Une analyse similaire du comportement de ¢; quand X — oo donne :

El E() @1 = EQ El @1 = EO @1. (536)

Théoréme 3. Le théoréeme d’Eckhaus adapté au PMVD, c’est-a-dire en tra-
vaillant avec des opérateurs d’expansion & un ordre donné, stipule que, si les
conditions précédentes sont satisfaites et s’il existe un domaine de recouvre-
ment tel que, a l'ordre § avec § = O, 0N @ :

E,E,6 =E E &6 =E, o,

alors :
EO El o= E1 EO @, (537)

et :
=E,2+E,?-E;E, 2+0(J). (5.38)

Ainsi, le seul théoréme important sur ces questions de raccord asympto-
tique exprime que s’il y a un domaine de recouvrement & un ordre donné, on
obtient une approximation au méme ordre grace au PMVD. Pourtant, ’idée
la plus répandue est que s’il y a PVD, alors il y a recouvrement. On a déja
cité Van Dyke a ce propos [93], on peut aussi citer Hinch [38] : « Van Dyke’s
matching rule does not always work. Moreover, the rule does not show that
the inner and outer expansions are identical in an overlap region ».
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5.7 Meéthode des approximations successives
complémentaires

5.7.1 Principe

La méthode des approximations successives complémentaires (MASC) repose
sur 'idée qu’il faut adopter un raisonnement inverse de celui exploité dans la
méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR).
On doit d’abord supposer la structure d’une approximation uniformément
valable (AUV) et en déduire la méthode permettant de la construire [60].

Ceci est déja pratiqué a travers des méthodes comme la méthode WKB
ou l'on cherche une AUV sous la forme [38] :

n

D, = eXZ& (e)pi(x) avec X = qé BR

i=1

ou ¢ est une fonction réguliére. Cette méthode est trés adaptée a quelques
problémes particuliers comme celui du point tournant mais son utilité reste
limitée.

La méthode des échelles multiples est un autre cas connu (Sect.2.2.3).
L’AUV cherchée prend la forme :

26 )i (z,X).

Cette méthode, due & Mahony [56], a été utilisée pour une large variété de
problémes mais elle trouve rapidement ses limites par le fait qu’elle augmente
I’ordre des équations.

La méthode proposée ne nécessite pas 'utilisation d’une régle ou d’un
principe de raccordement ; de plus, elle élimine les lourdeurs de la méthode
des échelles multiples en séparant les variables x et X. Elle appartient & une
classe de méthodes qualifiées de multi-échelles [69].

On cherche a représenter la fonction @ par la somme :

D, (x,X,¢) ig [@i(z, ) + ¥i(X, )] . (5.39)

Cette expression est supposée représenter une AUV de & définie a ordre §,,
b =P, +0(d,). (5.40)

I’AUV est dite généralisée. Elle est construite de telle maniére que 'on peut
écrire :

Dy =Dor +0(01n), (5.41)
oit @, est une AUV régulicre telle que 6, = O (5,,).



5.7 Méthode des approximations successives complémentaires 85

On a:

m

Bor (2, X,8) = Y 6 (€) [spi () + v (X)) (5.42)

i=1

La suite des fonctions d’ordre §; peut étre la méme que la suite §; mais
ce n’est pas le cas en général. De plus, les fonctions ; sont des fonctions de
Jjauge.

Le passage de AUV généralisée (5.39) & VAUV réguliére (5.42) n’est pas
toujours possible; il suffit de penser a des fonctions rapidement oscillantes
pour lesquelles des méthodes spécifiques existent. Néanmoins, cette hypothése
est faite car les situations physiques envisagées sont des problémes de couche
limite pour lesquels la MASC est particuliérement bien adaptée.

Il faut noter aussi que les fonctions apparaissant dans les seconds membres
de (5.39) ou de (5.42) ne sont pas nécessairement bornées séparément ; seule
la somme figurant entre crochets est supposée bornée dans le domaine D.

Sous sa forme réguliére, la MASC a déja été utilisée en quelques rares
occasions [24, 69], mais pas sous sa forme généralisée qui, on le verra, est
parfaitement adaptée aux problémes de couplage fort conduisant logiquement
aux modeéles de couche limite interactive.

D’ailleurs, avec des hypothéses trés raisonnables, la MASC réguliére est
équivalente au PMVD (Sect. 5.7.2). Ce point est, comme on ’a vu, fondamen-
tal. Le PMVD (5.18) prend un sens précis quand il est associé a une AUV
telle que (5.19).

Or, comme le PMVD est d’une utilisation relativement directe, c’est la
forme généralisée (5.39) qui, en pratique, prend tout son intérét. Naturelle-
ment, il faut que la MASC apporte un avantage décisif. Pourtant, alors que
la forme réguliere (5.42) ne souléve aucune interrogation, la forme générali-
sée (5.39) est d’une écriture ambigué. En effet, les fonctions @;(z,e) peuvent
formellement étre réécrites en fonction de X et . Il en est de méme pour
les fonctions 1;(X, ) qui peuvent s’écrire comme des fonctions de x et ¢. Si
la MASC s’impose, il faut un guide permettant la construction des approxi-
mations successives. Dans quels cas la MASC s’impose-t-elle et comment s’y
prendre sont donc deux questions essentielles. En fait, seule la connaissance
du probléme physique que ’on souhaite résoudre permettra de répondre effi-
cacement & ces deux questions. Néanmoins, on peut déja donner quelques
indications générales. La MASC est recommandée dans deux cas :

1. Quand ’approximation locale de la solution présente une structure com-
plexe au voisinage de la zone de non-uniformité de 'approximation régu-
liére. 11 en est ainsi pour une fonction du type :

62

T+ g2

—x/e

P(z,e) =1+ e

au voisinage de l'origine. On a volontairement compliqué un peu car I’ana-
lyse par la MDAR indique la présence de deux épaisseurs de couche limite.
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Cette question sera reprise dans le corrigé du probléme 5.1 en discutant
la solution d’une équation différentielle.

2. Quand apparaissent des termes dans les développements asymptotiques
dont l'ordre de grandeur n’est pas suggéré ou imposé par les conditions
aux limites ou par les équations considérées. Ce sera le cas de I'exemple
traité Sect.5.8.3.

Comment peut-on étre guidé pour mettre en ceuvre la MASC? Il y a
une remarque trés simple qui s’impose quand on dispose d’une approximation
supposée uniformément valable @,, donnée par (5.39), issue de la résolution
d’équations intégro-différentielles. L’opérateur correspondant étant formelle-
ment noté L., on doit avoir :

Ls @a == Rn (l’,€) )
alors que, pour la solution exacte @, on a :
L.®=0.

Comme on admet que les conditions aux limites sont exactement vérifiées pour
®,, le second membre R,, doit étre petit. Le fait que @, est une approximation
uniformément valable de @ lorsque R,, est petit en un certain sens reléve de
théorémes d’estimation que ’on ne peut espérer, de fagon générale, que pour
les problémes linéaires. Ce ne sera pas ici notre propos.

Partant donc d’'une AUV connue :

Dan = Z 72’(5) [@i(xv‘e) + QZ%(X’ 5)] ’

=1

on cherche a ’améliorer, au moins dans le domaine extérieur Dy, en ajoutant
un terme :
@:(n—f—l) =Dy + 5n+1(5)@n+1(xv 5)-

Dans Do, @} ) est une meilleure approximation que @,,, et donc telle que :

(n+1
H¢ = Dint) HDO =0 (0nt1) -

Les conditions aux limites en 2 = 1 étant exactement vérifiées, en x = 0
Ierreur est Og ((5n + 1). Il se peut méme que, dans certains cas, précédemment
évoqués, ce terme supplémentaire soit non borné dans la zone intérieure.

On cherche par conséquent une AUV :

q):(n_H) = Do+ Ony1(€) [@n-&-l(xa &) + Ynp1(X, 6)]

telle que, dans le domaine D tout entier, on ait :
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Cette procédure est récurrente et doit étre initialisée par une approximation
dans le domaine extérieur Dy :

b7 = 01(e)pu (s €).

La minimisation du reste R, «en un certain sens» est donc l'une des
clés de la MASC. Ceci pourra étre précisé quand, dans les chapitres sui-
vants, les opérateurs eux-mémes seront précisés. Cette minimisation n’aura
ici qu'une valeur heuristique, les théorémes d’estimation étant exclus de cet
ouvrage.

5.7.2 Equivalence du PMVD et de la MASC réguliére

Partant de la forme (5.42), on écrit :

By (z,8) = »_di(e) pi (),
i=1
By (X,e) = 6i(e) i (X),
i=1
avec :
éar = 950 + @1,
et, par définition, & 'ordre §,, :
Py = Eg Po,
@1 = E1 @1.

On obtient :

Eq Par = Po + Eo Py,
B, &, = By, &) + &,

Ceci conduit a :
¢ar - EO ¢ar + El ¢ar - (EO ¢1 + El ¢0) 5

et a:
Eo®1 + E1 &g = Eg Eq1 @, = Eq1 Eg @ar, (543)

ainsi qu’a AUV :
gpar = EO gpar + El glv)ar - EO El gpaur = EO glv)ar + El gpar - El EO (par- (544)

Ainsi, le PMVD est contenu dans la MASC. Mieux, la structure du raccord
asymptotique est explicitée par (5.43).
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Démonstration. En appliquant Eg & E; ., et E; & Eg $,;, on obtient :

Eo E1 @ar = Eo @1 + Eo E1 Do,
E1Eq @ar = E1 P9 + E1 Eg D1,

ce qui donne :
Eo @1 + E1 $o = Eo E1 Par + E1 Eo @Par — (Eo E1 $0 + E1 Eq P1),

soit :
Eo @1 + E1 P09 = Eo E1 @ar + E1 Eq $o — Eo E1 Do,

ou :
Eo @1 + E1 99 = E1 Eg Par + Eo E1 &1 — E1 Eo @1

Si I'on admet la condition C de la Sect. 5.6.2, alors (5.35) et (5.36) impliquent :

EO¢1 = EOE1¢1 = E1 E0¢1,
Eldso = E1 Eo@o = E()El@o,

conduisant au résultat indiqué par (5.43) et (5.44). O

Ces conclusions permettent d’adapter certains résultats de Lagerstrom [42]
en montrant que, méme s’il n’y a pas recouvrement de Eg® et E; @, il y a
recouvrement sur la fonction @ de couche limite corrective définie Sect. 5.6.1.

Démonstration. Compte tenu de (5.40) et (5.41), il vient d’étre démontré qu’a
l'ordre 6,, :

Eo E1 b= E1 Eo @, (545&)
P = Eg P+ E & — E,E . (5.45b)

Dans le domaine D, on a donc :
D — Dy =0(0m)-
On définit la fonction & comme :
=0 Ed.
On déduit que, dans D :
G—E 1 d=D—EgP—E; D+ EEgd = 0(6,).

On en conclut que E1d~5 est une approximation de @ & lordre Om dans le
domaine D entier. B _
D’autre part, avec Eq @ = Eg Eq @, on obtient :

Eo® =Eq® —EyEq® = 0,

et donc : B B
S —EqP=0—EnoP.
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Or, Eq @ est une approximation de @ a I'ordre 6,, dans un certain domaine
inclus dans D ; on en déduit que, de la méme fagon, Eqg @ est une approximation
de @ a 'ordre 6,,. _ _ _

En fin de compte, Eq @ et E; @ sont deux approximations de ¢ qui ont un
domaine de validité commun. Il y a donc recouvrement pour @ alors que pour
Eqg @ et E; @ rien n’indique qu’il y a recouvrement. 0O

Encore une fois, on voit I'importance d’une AUV. La notion de couche
limite corrective, qui n’est autre qu’'une AUV, permet de faire le lien entre la
notion intuitive de recouvrement et le raccord asymptotique.

5.8 Applications de la MASC

Examinons 'application de la MASC & deux fonctions analytiques déja étu-
diées.

5.8.1 Exemple 1

Reprenons la fonction (5.5) :

exp (—2%) sh (‘/12;74%) , (5.46)

pour laquelle on recherche une AUV dans le domaine x > 0.
Les approximations significatives a l'ordre €, sont données par :

Eg@=e"+ee ¥ (2—-2x),
Eid=(1-e")+e[2-X)—(2+X)e ¥],

avec la variable de couche limite :

X

Le processus conduisant & une AUV selon la MASC est le suivant :
Etape 1. La premiére approximation extérieure réguliére est :

—T

P1 (:C) =€ 7,
mais comme :
©1 (0) = 17

la condition en = 0 n’est pas vérifiée. On recherche donc une fonction 9 (X)
telle que :
Par (2, X) = 1 (2) + 1 (X)

est supposée étre une AUV a l'ordre 1 de @ (z,¢).
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Au méme ordre, en appliquant 'opérateur d’expansion E;, avec ’égalité :

1 =Eq1 (P — 1),

on calcule aisément :

1 (X) = —e ¥,

Comme 1; (0) = —1, la condition en x = 0 est bien vérifiée.

Etape 2. Comme 1/; (X) est un terme exponentiellement petit (TEP) pour
X grand et que la condition en x = 0 est exactement vérifiée, on peut chercher
une seconde approximation par simple itération. A 'ordre €, au vu de :

Eq® = @1 (z) +ep2 (),

on a :
—x

p2(z) = (2—1x)e
D’aprés cette expression, on observe que s (0) = 2. La condition en = 0
n’étant plus vérifiée, on recherche une fonction 5 (X) telle que :

Dos (2, X 6) =Py (2, X) + £ (g2 () + 12 (X))

est supposée étre une AUV a lordre ¢ de @ (z, €).
Utilisant ’opérateur d’expansion intérieur, il vient :

ey = Eq (& — Po1 —€ip2) .
Encore une fois, on calcule aisément :
Vo (X)=—(2+X)e ™.

Comme )5 (0) = —2, la condition en = = 0 est vérifite. A ce stade, on a
construit une AUV a lordre € :

Doz (1, X,6) =e " —e X +e[2-2)e " —(2+X)e ¥].
Il est alors facile de remarquer que, toujours a l’ordre ¢ :
Dpo (2, X,6) =Eq@+E; & —[1+e(2—X)].
Conformément aux résultats de la Sect. 5.7, le PMVD :
EE;2=E, E;2=1+¢(2-X)

est donc une conséquence de la structure supposée de I’AUV et non ['inverse.
Par ailleurs, compte tenu de (5.43), c’est la variable X qu’il convient d’uti-
liser dans le PMVD car :

P =—e X — (24 X)e ¥,
et donc Eqg &, = 0.

Remarque 4. La MASC a été utilisée ici sous sa forme réguliére.
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5.8.2 Exemple 2

On considére la fonction (5.23) :

1 e /e 1
E+ Ine +lnx—ln5+1

b (z,e) = (5.47)

dont on cherche une AUV dans le domaine x > . On observe que :

1+et
d =1 .
(e,6) =1+ ——
. 1
Par ailleurs, a ’ordre O (—), on a :
Ine
1 1
Eo® = Inz lIne o1 (z,€)

La condition en x = ¢ n’est pas vérifiée car ¢; (¢,€) = 0. On cherche donc un
correctif 91 (X, €) pour obtenir une AUV au méme ordre :

Do1 (x,X,e) =1 (z,8) + 91 (X,e)  avec ng.

En utilisant 'opérateur d’expansion Eq, on note que :

1/J1=E1(43—<P1).

Il est facile de vérifier que :

E1 @1 = O,

et de calculer : <

1 1+e”
=FE, & = .

& ! InX +1 * Ine

On vérifie que :
1+e !
l,e)=1
Y1 (1,¢) + e

On remarque alors que ’AUV donne la solution exacte sous la forme :

1 1 1 14+e X
D (2, X, ) = — — — .
1 (@ €) Inz lnnglnX—i—l+ Ine

Comme pour le premier exemple, on observe que :
D1 (2, X,e) =Ey P+ E, P,

avec :

EoE1 & =E, Eg& =0,

montrant encore une fois que le PMVD est une conséquence de la structure
supposée pour AUYV.
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5.8.3 Exemple 3

Il s’agit d’une équation différentielle introduite par Eckhaus [28]. L’analyse
a laide de développements réguliers donnée par Lagerstrom [42] en est trés
délicate.

Le probléme posé consiste a résoudre 1’équation :

Led=(c+z)—+—-1=0 (5.48a)
T

d0) =0, &(1)=2. (5.48D)

On note que I’équation réduite, obtenue en faisant € = 0, reste du second
ordre mais elle est singuliére en & = 0 parce que la fonction multipliant la
dérivée seconde s’annule en ce point.

La recherche d’une approximation extérieure y; est immédiate. L’équa-
tion :

a pour solution :
p1=14+x+ A Inx

en tenant compte de la condition ¢;(,—1) = 2. La condition & lorigine ne
pouvant étre vérifiée, on cherche une AUV sous la forme :

D, =p1 +Y1(X,e) avec x=2
€

En reportant dans I’équation originale et en tenant compte de (5.49), on

obtient : d2¢ @
1 1 1
g (1+X) X2 + d7 .

Il est clair que si ’on peut annuler L. @, et vérifier exactement les conditions
aux limites, alors @, sera la solution exacte. En général, ce ne sera pas le cas.
Ici, la solution exacte est effectivement obtenue en prenant :

d?yy  diy

oz Tax %

A
L.®y = —c— +
x

A1:0 et (1+X)

avec les conditions aux limites pour )y :
Y1(x=0) = —1, Yi(x=1/¢) =0.

La solution pour i est :

wlzBlln(l—‘rX)—FBg, Blz
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On obtient la solution exacte :

In (1+ E)
13

In <1+ 1>
€

Les développements généralisés ameénent ici un avantage décisif dans
létablissement de la solution 91 (X €).

(5.50)

5.9 Conclusion

La méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR) est large-
ment utilisée pour analyser les problémes de perturbation singuliére, notam-
ment ceux qui comportent la formation d’une couche limite ; I’'aérodynamique
constitue un champ d’application trés vaste de la MDAR [34, 37, 94, 101]. Le
principe est d’abord de rechercher des approximations significatives dans des
domaines associés aux échelles du probléme considéré. Se pose alors la ques-
tion de relier ces approximations entre elles. La réponse est apportée grace a
la notion de raccordement. Les techniques les plus courantes font appel aux
variables intermédaires avec I'idée de recouvrement ou ont recours au principe
de Van Dyke (PVD).

Le recouvrement qui postule le raccord intermédiaire est une hypothése
qui reste illusoire pour des paramétres certes petits mais fixés. En revanche,
la notion de couche limite corrective conduit & donner un sens simultané au
recouvrement et au principe modifi¢ de Van Dyke (PMVD) grace a 'idée
d’approximation uniformément valable (AUV). Encore une fois, le PMVD, a
un ordre donné, doit étre utilisé en faisant I’hypothése de lexistence d’une
AUV au méme ordre. Lorque tel est le cas, il n’est pas étonnant que le PMVD
soit d’une application plus large et plus commode que la régle du raccord
intermédiaire et léve les contre-exemples connus au PVD.

Le fait que l'existence d’'une AUV soit au coeur du principe modifié de
Van Dyke conduit naturellement & la méthode des approximations successives
complémentaires (MASC).

Avec la MASC, le point de vue est renversé. On suppose d’abord la forme
de AUV que l'on souhaite établir et I’'on déduit la méthode de construction.
De ce fait, il n’est pas utile d’invoquer un principe de raccordement. Outre
que, dans certaines applications, c’est AUV qui est importante et non le
développement asymptotique dans la couche limite, I'utilisation de dévelop-
pements généralisés permet de résoudre des problémes difficiles ou impossibles
A traiter avec des développements asymptotiques réguliers.

Problémes

5.1. On considére I’équation :

d
Lsyz(x+€)£+(1+€)y+zy:0,
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avec la condition limite :

y(0,e) = 1.

1. Trouver une approximation uniformément valable & l'ordre ¢; on utilisera
le PMVD.

2. Utiliser la MASC pour conserver le terme x + € source de la singularité.

5.2. Une fonction &(z,e) admet, & lordre O

1

3 les développements
o (In¢)

extérieur et intérieur suivants :

1 1+Inx
i (l)*
B 1
T lnX+1
avec : -
X =—.
€

On cherche a vérifier la régle du raccord intermédiaire. On pose :

n=¢e"X = avec O<a<l.

glfa

Suivant cette méthode, on écrit d’une part le développement extérieur en
variable 7 et on cherche le comportement du résultat obtenu lorsque € — 0 en
supposant 7 fixé; on écrit d’autre part le développement intérieur en variable
1 et on cherche le comportement du résultat obtenu lorsque € — 0 en suppo-
sant 7 fixé. Quelle est la conclusion ? Essayer de vérifier la régle du raccord
intermédiaire avec :

1 1
n=xln—- = Xeln —.
€
5.3. Soit le probléme :
d%¢ n 1do n @dsﬁ
dz?2  zdx dx
avec les conditions aux limites :

r=¢ : =0, rz—- : d=1.

Hinch [38] propose une solution dans laquelle les développements extérieur
et intérieur sont :

9i(z)  ga(x)
Il (nl)®
In X InX

I + 2 2+...’
In (In2)

ey

d=A4A
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avec :

(OIS

On a:
oo e—t
gl(x) = Bl / ? dt = BlEl({L'),
gg(LE) = BgEl(I’) + B% [2E1(2I) — ef‘”El(o:)] .
Lorsque x — 0, on a les comportements :

Ei(z) 2 —lnzx—~v+ax , ~v=0,57722...,
2FE1(22) — e "Ey(z) 2 —Inz —y—Ind —zlnz + (3 — v)x.

1. Le raccordement entre les développements extérieur et intérieur est réalisé
a l'aide de la méthode du développement intermédiaire. On pose :

n=e"X = avec 0<a<l.

81—0(

Suivant cette méthode, on écrit d’une part le développement extérieur en
variable 1 et on cherche le comportement du résultat obtenu lorsque e — 0 en
supposant 1 fixé ; on écrit d’autre part le développement intérieur en variable n
et on cherche le comportement du résultat obtenu lorsque € — 0 en supposant

7 fixé. En comparant les deux expressions jusqu’a ’ordre oI déterminer les
ni

g

constantes Ay, By, Az, Bs.

2. Examiner ’application de la régle du raccord de Van Dyke :
ES™E™ @ =E™ E™ o,

otll E(()m) indique le développement extérieur dans lequel on retient m termes
et Eﬁ”) indique le développement intérieur dans lequel on retient n termes.

On exprimera :
ESVEN @ et EVEN @,
EVEN @ et EVEY 0.
Dans chacun des cas on précisera si la régle de raccord est vérifiée avec les

constantes données plus haut.

5.4. Une fonction y(z,e) est donnée par son développement extérieur d’une
part et son développement intérieur d’autre part :

y=e""[14(1 - )]+ O0(?),

y=Ao(1—e X)) +e[(A — A X) — (41 + AgX)e X] + O(e?),
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avec :

x=12
€

Ecrire le raccordement de ces deux développements en utilisant les opéra-
teurs d’expansion Eg et E{, d’abord & 'ordre 1, ensuite & 'ordre €. Préciser
la valeur des constantes Ag et A;.

Donner une approximation composite uniformément valable a ’ordre €.
5.5. Un vaisseau spatial est dans le champ gravitationnel de la Terre (masse

M) et de la Lune (masse My). On note r la distance de ce vaisseau a la
Terre, d la distance Terre-Lune, G la constante universelle de la gravitation.

1. Montrer que si 'on pose :

T ML

S Rl v v

ou ¢ est la masse réduite de la Lune, le temps caractéristique qui s’impose

est :
d3/2

V(M + M7p)G’

conduisant au modéle mathématique :

d?z 1—¢ €

@ e Taae

2. Avec une bonne approximation, le modéle se réduit a :

L (do i 1_54— < avec 0<zx<1
—_ J— = V X .
2 \ dt T 11—z - =

La condition initiale pour la fonction (¢, ) est donnée par :
x(0,e) =0.

Ceci suppose en particulier que 1’énergie du vaisseau est nulle quand = est
grand.

On cherche une approximation a 'aide de la MDAR.
Mettre ’équation sous la forme :

dt

— = G(x).

o =G

On recherche une approximation extérieure sous la forme :
t= to(df) + 6t1($>.

Déterminer to(x) et ¢1(x). Préciser les conditions initiales.
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1—=x

€
On cherche un développement intérieur sous la forme :

3. Justifier le choix de la variable de couche limite X =

t =eTo(X) + 2T (X).

Donner Ty et T7. Préciser les constantes d’intégration a ’aide notamment du
principe de raccordement.
En déduire une approximation uniformément valable t,p, detsur 0 < z < 1.
On donne :

/Hl—i—iXdX: VX(1+X)—In {\/Y—# vl—i—X} + constante.

4. On applique la MASC sous sa forme réguliére. La premiére approximation
g’écrit :

ta1 = fO (SC)
En fait, t,; est une AUV a lordre 1. Donner fy. Déterminer le reste de
I'équation :
dt.q
dz
d’une part quand 0 < A; < x < Ay < 1 ou A; et Ay sont des constantes
indépendantes de € et d’autre part quand 0 < By < X < By ot By et By sont
des constantes indépendantes de € et X est la variable intérieure :

LE (tal) =

- G(x),

x=1=

€

I’AUV a lordre € est de la forme :

taz = fo(z) +e(fi(z) + F1(X)).

Donner fi(z) et F1(X); comparer a I'approximation composite obtenue par
la MDAR. A chaque étape de la construction de ’approximation, on prendra
soin d’examiner ’ordre de grandeur des termes intervenant dans les équations
quand 0 < A; <z < A3 <loul< B <X <By<l.

Déterminer le reste de I’équation :

dt,
Le(taz) = =2 = G(2)

quand 0 < Aj <z <Ay <letquand 0 < B; <X < By <1.

5. On applique la MASC sous sa forme généralisée. On cherche une approxi-
mation de la forme :
tal =%Yo0 (l‘ , € )

qui satisfait la condition initiale et qui est telle que le reste :
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Fig. 5.4. Flexion d’une poutre

dta
L ¢@

Le (tal) =

soit O(e) quand 0 < A; <z < Ay < letquand 0 < By < X < By < 1.
Déterminer I’équation pour yg.
On compléte 'approximation sous la forme :
taz = yo(x,€) + ey1(x, €)
qui satisfait la condition initiale et qui est telle que le reste :

dtao
o o)

LE (ta2) =

soit O(g?) quand 0 < A; <2 < Ay < letquand 0 < B; < X < By < 1.
Déterminer I’équation pour y;.

6. Calculer la valeur de ¢ obtenue en x = 1 d’apreés la solution numérique de
léquation exacte, d’aprés la MASC réguliére (approximation t,2), d’apreés la
MASC généralisée (approximation t,2).

5.6. Cet exercice est tiré de ouvrage de Cole [15]. La fleche w* d’une poutre
sous tension constante 7, provoquée par une charge extérieure p* (Jc*) par unité
de longueur est donnée par I’équation :
4, % 2, %
Eldiw4 — Tdin =p*(z*) avec 0<z* <L,
dx* dx*

ol F est le module d’Young et I est le moment d’inertie constant de la section
droite.

Le probléme de perturbation singuliére apparait quand les effets dus au
module d’Young sont relativement petits en comparaison des effets dus a la
tension. Deux couches limites se forment au voisinage des extrémités.

On considére le cas ol la pente et la fleche sont nulles aux deux extrémités :

dw*

— =0 en z2*=0 et z*=L.
dx*

w* =0,
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On rend I’équation sans dimension avec :

A T
ARG P2
On obtient : " &
w w
de4 dz2 :p(l’) , 0<z<1,
avec les conditions :
dw dw
= 1 = _— = _— =
w©) =0, wn)=0, ©=0 )

On a introduit le petit parameétre ¢ :

ET
€= ——.
TL?

Notons que P est arbitraire ; on peut prendre P = 7/L de sorte que w = w* /L.
On étudie le probléme a l’aide de la MDAR.

1. On recherche le développement extérieur sous la forme :
w = wo(x) + vi(e)wi(x) + va(e)wa(x) + -+,

otl v4(g) forme une série asymptotique. Ecrire I’équation pour wg(x). Montrer
que la solution est de la forme :

wo = By + Aoz — / p(A)(x — A)dA.
0

Etudier la forme de wy quand z — 0 et quand  — 1. On montrera que,
lorsque x — 0 :

2 3

wo(@) = By + Aow = p(0) 5 —p'(0) 5 + Olah),

et que, lorsque x — 1 :

wo(w) = By + Ag — /Olp(x)a ) dr+ [AO - /Olp(/\) dA] (z—1)

(x — 1)? (z — 1)?

V()= +0[@ -1

2. On étudie le développement intérieur au voisinage de x = 0. La variable

intérieure est : .

~6(e)’

Le développement intérieur est de la forme :
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w = po(e)Wo(X) + ()W (X) +---.

Déterminer 9.

Le raccordement avec le développement extérieur conduit & prendre :

Mo = el/2,

Déterminer ’équation pour Wy et montrer que la solution est de la forme :
Wy = Co(X + e X — 1).

3. Ecrire le raccordement entre le développement intérieur au voisinage de
x = 0 et le développement extérieur en utilisant les opérateurs d’expansion
Eo et E; a ordre /2 en admettant que v; = e1/2. En déduire que le premier
terme du développement extérieur s’écrit :

wy = Cox — /OI p(A)(x — A)dA.

Ecrire ’équation pour w;. Montrer que la solution est :
wy = —Cpy + Aqx.

4. On étudie le développement intérieur au voisinage de x = 1. La variable

intérieure est :
r—1

0t ()

Xt =

Déterminer 61 (¢).
Le développement extérieur est de la forme :
wo = 1 Wit + it W,

Déterminer ua' . Ecrire I’équation pour WO+ . Montrer que la solution est de la
forme :

Wi =CH(Xt+1-¢¥").

Ecrire le raccordement avec le développement extérieur en utilisant les
opérateurs Eg et Ef a lordre £1/2.
On 1note :

k= / p(A) dX ou k est la charge totale,
0
1
MO = / p(MAdX ot M est le moment de la charge en z = 0,
0
1
M = —/ p(N)(1 = A)dX ot M) est le moment de la charge en z = 1.
0

Calculer Cy, CSL et Ay en fonction de k, M© et M),
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Equations différentielles ordinaires

La mise en ceuvre pratique de la méthode des approximations successives
complémentaires (MASC) est exposée dans ce chapitre a l'aide d’applica-
tions & des fonctions définies implicitement comme solutions d’équations dif-
férentielles. Dans tous les cas, la solution dépend d’un petit paramétre et sa
recherche se traduit par un probléme de perturbation singuliére. Plus préci-
sément, la structure de la solution met en évidence 'existence d’une couche
limite au sens mathématique du terme; la couche limite est toujours locali-
sée au voisinage d’un point singulier mais ce point n’est pas nécessairement
confondu avec une partie de la frontiére du domaine considéré. Parmi les nom-
breux exemples traités dans la littérature [15, 38, 42, 66], une sélection a été
opérée pour mettre en lumiére les multiples aspects de la MASC et ses avan-
tages. Il s’agit d’une premiére étape vers le traitement de problémes physiques
gouvernés par des équations aux dérivées partielles.

Une différence essentielle par rapport & la méthode des développements
asymptotiques raccordés (MDAR) est 'objectif visé. En effet, avec la MASC,
il s’agit avant tout de former une approximation uniformément valable (AUV)
a partir d’une structure supposée de cette AUV. Aucun principe de raccor-
dement n’est nécessaire pour aboutir au résultat. Avec la MDAR, le principe
est d’abord de rechercher des approximations dans les zones significatives du
domaine d’étude ; un principe de raccordement est indispensable pour faire le
lien entre les approximations ainsi déterminées. Une AUV est éventuellement
construite a la fin.

6.1 Exemple 1

On considére I’équation :

d? do
b=ec—— —— o = Nl
L. 8d:1:2 +a(x) e +b(x) 0, a(z)>0, (6.1a)



102 6 Equations différentielles ordinaires

ot @ (z,¢) est définie dans le domaine D défini par 0 < z < 1. Les conditions
aux limites sont :

$(0,e) =a, P(l,e)=4p. (6.1b)

6.1.1 Application de la MDAR
La premiére approximation ¢1 () est obtenue en faisant e = 0 dans (6.1a) :

a(x) % +b(x)p1 =0. (6.2)

o1 (z) = Cexp (-/Omzigdg).

Toutes les hypothéses suffisantes sur a et b sont supposées étre réalisées si
besoin est. Ainsi, on suppose que l'intégrale ci-dessus existe.
Cette approximation ne peut pas vérifier les deux conditions aux limites

(6.1b) si 8 # A« avec :
A = exp {/Olz(é))df].

Or, avec a (z) > 0, il a été montré, Chap. 3, qu'il existe une couche limite
au voisinage de x = 0. Il est donc naturel d’imposer la condition en z = 1 pour
préciser la valeur de la constante C' de sorte que la premiére approximation
extérieure de @ (z,¢) est la fonction :

@1 (z) = Bexp (+ /: Zg d§) : (6.3)

Au voisinage de z = 0, une dégénérescence significative de ’équation est
obtenue avec la variable locale X = x /e puisque ’équation de départ devient :

On déduit :

d’®

do
W'FG,(EX)*'FE{)(EX)@:O.

dX

Si a (z) est une fonction suffisamment réguliére, une premiére approzima-
tion intérieure réguliére de & satisfait I’équation :

v v
dXx? dx 7

+a(0)
Avec 11 (0) = «, la solution est :
1 (X) = (a0 — A) e OX 4 4,

La constante A est calculée en appliquant le principe de raccordement
modifié (PMVD) a lordre 1 :
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Eo®=¢1, E1® =14,

d’ou :
A:EOElgﬁzElEo@:%

ce qui conduit & :

et, suivant (5.19), a AUV :

By (x,X) = fexp <+ / 1 28 d§> + (a — f) e~ 0X, (6.4)

Puisque les conditions aux limites sont satisfaites a l'ordre €™ pour tout
entier n, une meilleure approximation est obtenue par simple itération sur
I’équation. Le second terme d’un développement extérieur régulier a 'ordre
est :

Eg® = ¢1(z) +ep2 (x),
avec :

dpy d?¢
a(l')a'i—b(x)@Q = — dx21.

Etant donné que la condition limite en z = 1 est déja satisfaite par o1, on
prend :

De la méme facon, le second terme d’un développement intérieur régulier
au méme ordre est :

Ei1 9 =11 (X)+ e (X),

avec I'équation :

d*hy
dXx?

s _ d

, da(z)
o - O - '

1, a'(z) = <

+ a(0)
La condition limite en X = 0 étant déja satisfaite par 1)1, on prend :

P2(0) = 0.

Les solutions sont faciles a calculer car les conditions aux limites man-
quantes sont déduites de I’application du PMVD & l'ordre ¢ :

EoE, & = E, Eo &.

Remarque 1. Rappelons toutefois que, dans la méthode des échelles multiples, I’ar-
gument essentiel énoncé par Lighthill, implique que 12 ne doit pas étre plus singulier
que 1. Ceci n’est manifestement pas le cas au vu du second membre de 1’équation
pour ¥s.
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6.1.2 Application de la MASC

La recherche d’une AUV commence de la méme fagon qu’avec la MDAR. La
premiére approximation est obtenue sous la forme :

O =i(z,6) + .

On note que ¢ peut étre fonction de z et ¢ puisque des développements généra-
lisés sont acceptés avec la MASC. En reportant ce développement dans (6.1a)
et en négligeant les termes O(g), on retrouve (6.2). Avec les mémes arguments
que ceux déja présentés, ’application de la condition limite en x = 1 conduit
encore & la solution (6.3). On a donc :

¢1(z,€) = o1 ().

Le principe de la MASC consiste & compléter cette approximation pour
aboutir & une premiére AUV de la forme :

By (1, X,6) = 1 (z) + U1 (X,€). (6.5)

L’équation (6.1a) conduit a :

. 1 ( d%y, dopy X d?py
L.b, = - ¥ — R,
! g(dX2+a($) x| tr@vntegs =1

L’approximation @1 est proche de la solution @ si le reste R; est petit en
un certain sens. En fait, ce reste se décompose en deux parties :

- .
Ry = é <d 1 +a(x) dqbl) +b(:c)1ﬁ1,

Comme ¢ est une AUV dans Dy, domaine extérieur a la couche limite,
1/31 est négligeable dans Dy. Autrement dit, @[;1 n’est de 'ordre de 1 que dans
le domaine D; de couche limite, d’extension e. Ceci explique pourquoi Riq
ne peut pas étre considéré de la méme fagon que Ry2. Nous n’en dirons pas

dans

plus sur affirmation : les estimations permettant de magjorer ‘@ — by

D sont de nature intégrale [57, 69]. Toutefois, on en tire la conclusion que, si
Ris est O(e) dans D, il suffit que Ry; soit O(1) sur le méme domaine pour
qu’ils contribuent de la méme fagon au fait que :

‘@_éal

< Ke,

ou K est une constante positive indépendante de €. Le corrigé du probléme 6.1
détaille ce point. Comme cela est aussi démontré dans [15, 24], sous certaines
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conditions, une approximation uniformément valable de la solution du pro-
bléme considéré est donc la somme d’une approximation extérieure et d’un
terme de couche limite.

On peut répondre a l'exigence d’avoir Ri; le «plus petit possible» de
plusieurs facons ; deux méthodes sont examinées dans la suite.

Meéthode a

La fonction 1&1 peut étre recherchée comme solution de :

%y dipy
e Tl gy =0

En insistant pour que les conditions aux limites soient satisfaites exactement
pour @1, on déduit les conditions aux limites pour vy :

’(/Ajl (078):a_§7 2211 <i75> =0.

La solution est :

~ /8 e_a(O)X — e—a(O)/E
Y1 (X,E) = <a_ 5y 1 — e—al0)/= :

Dans la construction de AUV, il est important de noter que le terme
correctif est un TEP (terme exponentiellement petit) pour les grandes valeurs
de X ; évidemment, la seconde condition limite sur ¢; peut étre remplacée
par ¥; — 0 quand X — oco. En fait, les TEP peuvent étre évités en prenant :

7&1 (X) = (a — f) e~ OX  avec XlgnOO 1/}1 =0.

Avec ce résultat, 'AUV (6.5) est identique a la solution composite (6.4)
déduite de la MDAR mais le principe de raccordement asymptotique est main-
tenant un résultat, en accord avec les résultats de la Sect.5.7.

Afin d’améliorer la précision de I’approximation, il peut étre utile de garder
les TEP si € n’est pas réellement petit. De cette fagon, au voisinage de z = 1
en particulier, AUV ®,1 reste proche de la solution exacte.

Puisque les conditions aux limites sont satisfaites a 'ordre €™ pour tout
entier n, une meilleure approximation est obtenue par simple itération sur
I’équation. Un autre procédé est d’examiner le reste de [’équation :

. a(z)—a(0)ddy ; d*¢1
L ®a1 = 5 dX—i—b(x)z/Jl—i—ede.

(6.6)

R A cette étape, il y a une grande différence entre la MDAR et la MASC car
11 est un terme de type couche limite dans la région extérieure. Ainsi, dans
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le reste, le premier et le second termes sont des TEP dans la région extérieure
et sont d’ordre 1 dans la région intérieure alors que le troisiéme terme est
uniformément d’ordre £ dans I’ensemble du domaine. Utilisant le théoréme
d’estimation énoncé en [57], on est conduit a :

‘@_éal < Kls,

sous ’hypothése que toutes les fonctions et leurs dérivées figurant dans (6.6)
sont bornées.
La construction d’une meilleure approximation est poursuivie en écrivant :

& =Poy 4 e@o(x,6) 4. (6.7)
L’équation (6.1a) devient :

Le® =L.®y +eL.golw,e) +- -,

avec : L2 €
L. 952(37’5) =€ d;’;2 + a(l‘) % + b(l‘) Do
L : o ddy
Comme il a déja été dit, lorsque x est d’ordre 1, ¥ et ix sont des TEP.

En négligeant les termes O(g2) dans Dy, on obtient I’équation pour (s :

_d2¢1
da? -’

de 5
a(a) T2 +b(@) g2 =

Comme les conditions aux limites sont déja réalisées par les termes de la
premiére AUV, on prend simplement :

@2 (1, 6) =0.

La solution montre en fait que ¢- est une fonction de x seulement et ’on a :

952(33’5) = 902<x)’

ol p2(z) est la méme fonction que dans Papplication de la MDAR.
Naturellement, 1’approximation (6.7) doit étre corrigée au voisinage de
x = 0 et 'on recherche une seconde AUV sous la forme :

bua (2, X, 2) = bar + & 102 (1) + 2 (X, )] (6.8)
En reportant dans (6.1a), on obtient :

+a(x) % +eb () s

- a(z)—a(0)di 2 A2 d%y

L. $oo = —— +b(x) 1 +e
<ol € ax Tt@vite et
On suppose que le comportement de o est tel que cette fonction reste uni-

formément d’ordre 1 dans le domaine d’étude. En négligeant les termes O(e)
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dans le domaine Dy, c’est-a-dire lorque 0 < A; < X < Ay ou {11 et Ao sont
des constantes indépendantes de €, on obtient ’équation pour s :

d2’(/A)2 d'lﬁQ o a (Z‘) —a (O) d’([)l
dX2 +a’(0)ﬁ__ c ﬁ_ (.’E)'l/)l

Les conditions aux limites exactes sont réalisées avec :

02(0,2) = ~¢2(0), s (1) _o.

Enfin, avec une analyse du méme type que celle faite sur L. Q%al, I’expres-
sion de L. @, indique que la précision associée au reste de @, est meilleure
que pour @,; (voir (6.6)) :

s iy

| [a(x)—a(O)]d—XJreb( ) thy + €

2 d? ©2
da? -’

Fort des remarques précédentes, on doit pouvoir trouver une constante .[/(\-2
positive, indépendante de € telle que :

’@ — éag < 1?252.

Méthode b
La premiére AUV est recherchée sous la forme :

D1 = 1 +U1(X, €).
L’équation (6.1a) permet d’écrire, comme & partir de (6.5) :

= 1 d21/_1 dd)
Leqv)al:g <dX21 +CL( )d)(l

2

- d*pq
)+b(x)¢1+sdx2.

L’idée est d’améliorer 'approximation en concentrant l’information dans
la premiére AUV. Pratiquement, dans D1, au lieu de négliger les termes O(1),
on néglige les termes O(e) et 'on aboutit a :

1 (d%)y diy _
<dX2 +a(x )dX>+b( Y41 = 0.

Ceci conduit a une meilleure AUV qui contient le second ordre du développe-
ment de couche limite. Le reste pour @, est :

Lo s = b(a) O] + <5 2L

Conformément aux remarques heuristiques précédentes, la contribution du

d? P1
da?

(6.9)

terme [b(z) — b(0)] 1y est plus faible que celle du terme e
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L’AUV suivante est donc recherchée sous la forme :

4532 = gzsaLl +€p2 (33,6) .

En reportant dans (6.1a), on a :

= - d®o1 | ,d*@s dp2 _
L. @a2 = [b(x) — b(0)] Y1 + ¢ P +e P +a(x) L + b(x)e@a.
En négligeant les termes O(g?) dans Dy, on obtient ’équation pour @y :
deo _ dz(pl
a(x) dr +b(x) p2 = T2

Les conditions aux limites exactes sont vérifiées avec :
_ - g - (1
902(1a5):0a w1(07€):a7X75§02(075)7 1/)1 gae = 0.
On remarque que 'on a encore :

@2(1'75) = @2(1')’

ol po(z) est la méme fonction que dans Papplication de la MDAR.
A titre de confirmation, si ’on cherche & compléter cette AUV de la facon
suivante :

gijaQ = gijal + 8@2(‘%) + 87/_}2(X7 5)7

on montre que 15 = 0. En effet, (6.1a) devient :

= n d*py Ay diy -
_ 2
L. B2z = o) — 0(0)] 1 + 222 1+ S U2 4 () SE2 4 b(a)eds
En négligeant les termes O(e) dans Dy, on obtient :
d24)y L% 0,

oz T =

avec .
,(Z)Q (0’5) = Oa &2 <€78) =0.

La solution est 15 = 0.

Finalement, le reste s’écrit :

5 7 d?ps
Le @02 = [b(z) —b(0)] 1 + 52ﬁ,
x
ce qui doit conduire a : B o
D — Pas| < Koe®.

La seule question est d’estimer si ce probléme est plus simple & résoudre
que le probléme initial.

Jusqu’a maintenant, les hypothéses implicites exigent que les fonctions
introduites soient, ainsi que leurs dérivées, bornées dans D tout entier. Ceci
ne sera pas toujours le cas comme le montrent les exemples qui suivent.
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6.2 Exemple 2

L’équation & résoudre est :

_ d%e 1/4 do

LE o = E@ +x a —
ou la fonction @ est définie dans le domaine 0 < x < 1 avec les conditions aux
limites :

P =0, (6.10a)

B(0) =0, H(1)=e*?, (6.10b)

6.2.1 Application de la MDAR
Le développement extérieur direct :
Eo® = ¢1(x) +epa(x) +---

conduit aux équations :

dey
Va4l =0
z dz ¥1 )
d d?
yale2 491
T 7 da?’

avec :
p1(1) = '3 py(1) =0.

Or, les solutions :

4
p1 = exp (3373/4)
1 _ 9 4
P2 = — (290 12 4 gq/4 — 2) exp (3m3/4>

produisent des termes singuliers au voisinage de l’origine. L’approximation
n’est pas uniformément valable et il faut en chercher une autre pres de x = 0.

Une dégénérescence significative de ’équation originale est obtenue avec
la variable locale :

x
X =5 (6.11)
car ’équation devient :
d2® do
Ve +X1/4d—X—E3/5¢:0. (6.12)

Le développement intérieur commence avec un terme t1(X) qui satisfait
I’équation :
d21/}1 1/4 d¢1

X =0.
dXx? + dX 0
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La solution peut remplir une seule condition limite 1 (0) = 0 et une condition
de raccordement ¢ (c0) =1 :

~ Gs(X) [t 4.5/4
’ll)l = m avec G5/4(X) = ‘/O exp <—5t dt.

La condition 91 (c0) = 1 résulte de Papplication du PMVD a l'ordre 1 :
1= E1E0¢ = E()El@ = wl(OO)

Avec le développement extérieur et I’équation intérieure, on voit facilement
que le développement intérieur est :

E1 @ = ¢ (X) +&3/%9a(X) + ep3(X) + O(%/9). (6.13)
L’équation pour s est :

d21/’2 1/4 d¢2
e TN Ty T

avec ¥3(0) = 0. Etant donné que v; = 1+ TEP quand X — oo, le comporte-
ment de ¥, pour X — oo est donné par :

4 1
Yo §X3/4 +A- §X‘1/2 +O(XTT/4,

L’équation pour 3 est :

d2¢3 1 dw?)
XA =
dX? + dX 0,

avec 13(0) = 0. La solution est :

Ainsi, on peut utiliser le PMVD :
— A Pordre £3/5

4
EoE:1 b =1+ §m3/4 + Ae¥/®,
4
EiEgd =1+ 553/5)(3/4,
ce qui donne A = 0.
On obtient alors un développement composite supposé étre une AUV
d’ordre €3/5 :
4
Doo = gzjal(xas) + 63/5 |:¢2(X) - 3X3/4:| ) (614)
oll @,1 est une AUV d’ordre 1 :

Gsa(X
@al(x75) = exp (3(1;3/4) + 5/4( )

Gon(o) 1. (6.15)
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— A Pordre €
4 1
EO E1 =1+ §$3/4 - §€$_1/2 + BEG5/4(OO),
4 1 9
E1BEg® =14¢%° |-X3/4 _ X124 ¢
3 2 2
. N 9 . , .
ce qui conduit & B = ———, d’out un développement composite
2G5/4(OO)
supposé étre une AUV d’ordre ¢ :
9 G5/4(X) 1 9
D.3=o - A I 6.16
a3 = Paz(7,€) +¢ [2 e + pa(z) + 3¢ 5 (6.16)

6.2.2 Application de la MASC
Une premiére approximation @q(x) satisfait 1'équation :

Az
1adP1 o
it .

Y1 =

Avec la condition limite @; (1) = e*/2, la solution est :

4
p1 = exp (33:3/4) .

1 il en variable X avec e — 0 :
x

On note 'expression de ¢

d?g 1 2 10
c d;p?l _ _ZX—5/4+553/5)(—1/24_356/5){1/4_’_”..

Une AUV est définie en complétant la premiére approximation :
@al = @1 +’(/?1(X, E). (617)
La fonction v satisfait 1’équation :

d21/_11 1 dﬁjl
XV =
dXx? + dX 0

avec les conditions aux limites :
1;1(078) = _17 /d;l (674/576) = 0.

La solution est :

1= —

/lz G5/4(X)
- Gy (e717)
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On note que @,; est une AUV pour la fonction @ mais pas pour ses dérivées

dp d?¢
premiére et seconde car b 3 et 1]
dx dz?

tendent vers l'infini quand z — 0. En

particulier, on observe que :

= d?py

Le @a1 = 8@ *1/71~

Le second membre n’est méme pas intégrable sur l'intervalle de défini-
tion 0 < z < 1. La MASC, dans sa version généralisée, doit permettre de
répondre a ces questions. En effet, I'utilisation des développements asympto-
tiques généralisés laisse envisager I’approximation suivante :

éaZ =1+ 7/;1 + 53/5 (50_2 + 11_)2) s (618)
ou P est solution de I’équation :

d
x1/4ﬂ — ()52 — 0’
dx

avec la condition @3(1,¢) = 0. La solution est g3 = 0.
L’équation originale devient :

5o e apds o d?p

L.®ap = X — /5y 4 e—1.
cPu2= 57t x e te g
2 —
On note que le terme ¢ q <'021 se comporte comme X ~°/* quand ¢ — 0. Alors,
x _
ce terme est conservé dans 1’équation pour s :
d2r¢_)2 1 dzZQ - d2@1
XVAZ2 — oy — .
axe T T T e

Les conditions aux limites sont :
QZ2(075) = 07 ’(/7}2 (8_4/5a5) =0.

Il est intéressant d’observer que @, est une AUV non seulement pour @
mais aussi pour ses dérivées premiére et seconde. En effet, par définition :

Py =e 35 (Paz — p1 —U1),
et il est possible de former une équation pour @, :

d25a2 1/4 d@a2 -
= 5 6.19
e daz? +x dz wl + ©1, ( )

avec les conditions aux limites :
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Aucune singularité n’est attendue pour @,o et pour ses dérivées premiére et
seconde. En particulier, on a cette fois :

Le giaQ = 753/577[;23

montrant bien que ®,2 est une AUV.
L’AUYV suivante est :

@aB = éaQ + 5(‘;53 + 1/;3) (620)

Prenant en compte I'expression de 15 en variable z quand € — 0, équation
pour @3 est :
dps  _ o5 -
2174 ¥3 By =¢ 2/51/)2’
dx

avec @3(1,¢) = 0. La solution est :

* 4 - 4
p3 = g=2/b {/ Y4 exp (—3253/4) (5 dt} exp (33@3/4) .
1

L’équation pour 15 est :

d21;3 1 d&3
x4z
dx? + dX

avec les conditions aux limites :

P3(0,6) = —@3(0,€), pa(e™*5 ) =0.

:O,

La solution est : Gaa(X)
— _ 5/4(X
= 0 —t 1] .

¢3 @3( aE) |:G5/4(E_4/5) :|

6.2.3 Identification avec les résultats de la MDAR
Une AUV déduite de 1la MASC est :
B3 = F1 + U1+ 3/ %a + e(@3 + 3).

Les différentes fonctions @1, 11, 19, P35 13 étant approchées a I'aide de déve-
loppements réguliers, I’expression de @,3 devient :

Bus = Fi(2) + F1(X) + &P By (X) + 2 [ fo(@) + Fo(X)] +o(e).

On montre (probléme 6.6) que ce développement est identique au développe-
ment composite (6.16) de la MDAR. Les résultats de la MASC contiennent
donc les résultats de la MDAR et le principe de raccordement est un résul-
tat. Bien sir, il ne s’agit 14 que d’une confirmation du résultat général donné
Sect. 5.7.

Remarque 2. On aurait pu établir directement les développements réguliers en ap-
pliquant la MASC, mais on n’aurait pas démontré que les développements généralisés
contiennent les développements réguliers.
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40 ¢ 40r
7r | 35 _
3,5 num. a0k B a2
3,0 F )
25 \ 25T
90 20k B
> D al 15k \ D a1l
15 F S— p ’ num.
10 F 2 L0f
05 k e=1 05 - X
’ :I; 1 1 1 1 J
0,0 ’ ; ; ; 00 02 01 06 05 10
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 ’ ’ ’ ’ ’ ’
10 - 40 ¢
' 35F
35 num. . ~
30 F 30F G an
25 \ 251
20 F & al 20F S— .
’ a
1,5 F T D a2 L5 num.
1,0 F 1,0 F
05 F c—01 0,5 F
0.0 . . : T, 00 : : : : ,
10,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0
4.0 ¢ 4.0
3,5 F num. et @al et a2 3,5 . et @ al ot & a2
3,0 F 3,0 F
25 F 25+ \
20 F 20
15 F 15}
1,0 F 1,0 |
’ e=0,01 ’ __
070 1 1 1 1 : J 070 1 1 1 1 J

00 02 04 06 08 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig. 6.1. Etude du probléme (6.10a). A gauche : comparaison de la solution numé-
rique avec les solutions MDAR : @41 (6.15), Pa2 g6.14). A drf)ite : comparaison de
la solution numérique avec les solutions MASC : @41 (6.17), Pa2 (6.19)

6.2.4 Résultats numériques

Quelques résultats numériques de la MDAR et de la MASC sont donnés
Fig.6.1. Ces résultats sont comparés & la solution numérique de I’équation
exacte. A Papproximation numérique preés, cette solution est considérée comme
la solution de référence. Pour toutes les valeurs de ¢, les résultats de la MASC
sont une trés bonne approximation de la solution numérique. Avec la MDAR,
on note que l'approximation @,; est meilleure que 'approximation @,5. En
outre, quand ¢ n’est pas suffisamment petit, les résultats de la MDAR sont
sensiblement différents de la solution exacte.
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6.3 Exemple 3

L’équation & résoudre est :

d?¢ do
L.d=c— +a2'/3— —

o = 21
dx? dz 0, (6.212)

ol la fonction @ est définie dans le domaine 0 < z < 1 avec les conditions aux
limites :

H(0) =0, P(1)=e*2 (6.21b)

6.3.1 Application de la MDAR

Le développement extérieur direct commence par :
Eo®@(z,¢) = p1(2) + -+,

ce qui conduit & I’équation :

d
x1/3£7¢1:0.
On a:

p1(1) = e¥/2.

3
o= (2250)

contient des termes singuliers au voisinage de l'origine. Il est donc néces-
saire de chercher une approximation intérieure appropriée. Une dégénérescence
significative de ’équation originale est obtenue avec la variable locale :

La solution :

X

car I’équation devient :

420 , AP
L.d=c1/2 (dX2+X1/3dX> — & =0. (6.23)

Le développement intérieur commence par un terme 1 (X) qui répond a
I’équation :
d21/’1 +X1/3d1/}1
dXx? dX
La solution peut satisfaire la condition limite 11(0) = 0 et la condition de
raccordement ¢ (oc0) =1 :

=0.
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Glays(X) /X ( 3.4
=—""—= avec Gu;3(X)= exp | —=t /3) dt.
(01 Gy (50) 1/3(X) | 1
La condition ¢4 (c0) = 1 résulte de Papplication du PMVD a l'ordre 1 :
1 :ElE()@:EoEl@:?/Jl(OO).

Compte tenu du développement extérieur et de 1’équation intérieure, le
développement intérieur est prolongé par :

E1 @(x,) = 1(X) + 2o (X) + - (6.24)
L’équation pour s est :

4?4y
dx?

d
+X1/3 1/}2 _,(/117

avec :
¥2(0) =0
Etant donné que ¢; = 1+ TEP quand X — oo, le comportement de v, pour

X — oo est donné par :
1
¢2§§X2/3+A—§X—2/3+-~-.

D’autre part, le développement extérieur se poursuit nécessairement par
un terme d’ordre € car tous les termes d’ordre compris entre 1 et € sont nuls :

3

Eo®(z,e) = o1(x) + epa(x) +---. (6.25)
L’équation pour 9 est :
d d?
13992 _ 4y
T g TP dx?’
avec :

La solution est :
1 1 3
gpgz—(2x_2/3+lnx 2)exp(2 2/3)
En appliquant le PMVD a l'ordre €'/2, on obtient :
3 3
1+ 551/2)(2/3 =E 1 Eg®=E EgE;1 & =1+ Ac'/? + 551/2)(2/3,

ce qui donne A = 0.
Le développement extérieur (6.25) permet aussi d’écrire, a lordre € :

E1Eg®=1+¢"2 (2){2/3 — ;X2/3>

3 9 1
—451n€—6(—8X4/3+1nX+4). (6.26)
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Remarque 3. Avec le développement extérieur (6.25) et les expressions de ¢ et
2, la détermination de E; Eg @ n’est instructive qu’a 'ordre 1, a 'ordre e? ou a
I'ordre €. Pour tout ordre strictement compris entre 1 et 1/2, le résultat est identique
& celui obtenu & l'odre 1; de méme, pour tout ordre strictement compris entre gl/?
et &, le résultat est identique & celui obtenu & I'odre e/2. En particulier, I’expression
de E1 Eg @ a l'ordre —eIne est identique & 'expression de E1 Eq @ a 'ordre e'/?,

L’expression (6.26) indique la suite du développement intérieur :
By &(z,e) = ¢1(X) +&"/29a(X) —elne i (X) + es(X) +---. (6.27)

Les équations pour 15 et 13 sont :

d?y5 1/3
e T Y
s rysdis

e TN T

= 2.

On obtient :
Ga/3(X)

Gyy3(00)’

et, d’aprés le comportement de 1o pour X — oo, on déduit celui de 3 :

=B

¢3%’§X4/3+C—1nX+--~.

A Tordre €, on a donc :

1
E EgE & =1+¢c'/? (2)(2/3 — 2X2/3>

—Belne —¢ (—§X4/3 +InX — C) : (6.28)

Alors, le PMVD écrit a l'ordre ¢ :

ElE()QpEElEoElﬁz5

3 1
donne, compte tenu de (6.26), B = 1 et C'= T
Remarque 4. La détermination de la constante B nécessite d’écrire le PMVD a
l'ordre € et non pas & l'ordre —eIne car 'expression de E; Eqg @ a 'ordre —elne ne
contient pas de termes en —elne.
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Finalement, les AUV suivantes sont obtenues :

— alordre 1 :
Do = @1(x) + P1(X) — 1, (6.29)
— alordre /2 ;
3
oo (2, X, €) = By (2, X) 4+ /2 {%(X) — 2X2/3] , (6.30)
— a lordre ¢ :
3
¢a3(an7€) = ¢a2(m>Xa€) —¢clne |:1/J§(X) - 4:|
I o3 9us 1
+e <p2(x)+?/J3(X)+§x —§X +1nX+Z . (6.31)

6.3.2 Application de la MASC

Avec des développements généralisés, on établit les AUV données ci-dessous.
A Pordre 1, on a : B )
Pa1 = @1+ ¥1(X, €), (6.32)

o e (3223) g, = CusD)
@1—exp<2$ >7 wl_G4/3(5*3/4)

avec :

La encore, le reste L. @, :

_ 425 _
LBy = df; —

n’est pas intégrable sur I'intervalle de définition. A I'ordre £'/2, PAUV est :

é112 = éal + 51/2'(/;2- (633)
- ¢
Etant donné que ’expression de & 2 exprimée en variable X quand
x
€ — 0est: )
d*g, 1.4 1 _ 9
— XT3 L Y223 L T
12 3 + 25 + 85+ )
I’équation pour 1, est :
429y 17392 e -
x3=2 _ 6.34
a2 T T e T (6:34)

avec les conditions aux limites :

0a(0,6) =0, thy(e™%/*e) = 0.
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On vérifie que : B -
LE ¢a2 = _51/2#}2’

ce qui montre que P,o est une AUV. Il est trés intéressant d’aller a 'ordre e.
On pose : - - ~
gzi(13 = gzja2 + 5(@3 + 7/]3) (635)

D’aprés I’équation pour s, on montre que le comportement de ¥, quand
X — oo est de la forme :

Yo =eY2f(x) +....

Alors, I’équation pour @3 est :

d&- _
B gy =12, (6.36)
On a:
@3(1,6) = O

Or, le comportement de @3 quand x — 0 est donné par :

:2*3
5/72— ( )+"'

d’oti 'équation pour 13 :

_ .

+ X320 = 8212 (6.37)
T

avec les conditions aux limites :

/(/;3(075) = _953(076)7 &3(5_3/475) =0.

Ici, on a:

L. @aS = _57[)&
ce qui est satisfaisant.

Remarque 5. On voit que le développement asymptotique généralisé di a la MASC
ne contient pas de termes en €lne.

6.3.3 Identification avec les résultats de la MDAR
Une AUV déduite de la MASC est :
Doz = @1 + U1 + 61/2&2 +e(p3 + ¥3).

Les différentes fonctions @1, 11, 1o, P3, 1b3 étant approchées a I’aide de déve-
loppements réguliers, I’expression de @,3 devient :
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Bz = fi(@) + Fu(X) + 2B (X) + eneFy(X) + 2 | fa(@) + Fa(X)] + o(e).

On montre (probléme 6.7) que ce développement est identique au développe-
ment composite (6.31) de la MDAR. Les résultats de la MASC contiennent
donc les résultats de la MDAR et le principe de raccordement est un résultat,
en conformité avec les conclusions de la Sect. 5.7.

Remarque 6. Les développements généralisés de la MASC ne contiennent pas de
termes en Ine. Ces termes n’apparaissent que lorsque l'on forme les développe-
ments réguliers. Ils sont donc aussi présents dans les développements MDAR. Or, les
logarithmes sont une difficulté de la MDAR. A cet égard, la MASC se révéle donc
avantageuse.

6.4 Modéle de Stokes-Oseen

L’équation & résoudre est :

d?¢ 1do do
Led=—+—"+@ =

de? 'z dx + dr 0, (6.382)

ou la fonction @ est définie dans le domaine x > ¢ avec les conditions aux
limites :

r=ec:9=0, z—o0:P=1 (6.38b)

Ce probléme, proposé par LAGERSTROM [42], simule les difficultés rencon-
trées dans Ianalyse de I’écoulement bidimensionnel de Stokes-Oseen & faible
nombre de Reynolds autour d’un cylindre circulaire.

6.4.1 Application de la MASC

Un probléme de perturbation singuliére est posé au voisinage de r = e.
Ailleurs, la solution s’approche de @ = 1 quand € — 0. On est donc conduit a
rechercher une premiére approximation de la forme :

@ =1+01(e)p1(z,e) + . (6.39)

Dans I'expression ci-dessus, ¢; est une fonction d’ordre telle que 6; — 0
quand £ — 0. L’équation (6.38a) devient :

@G, 1dpr , dp

da? z dx dz 0 (6.40)

Les conditions aux limites exactes sur @ sont satisfaites avec :

r=e:0p1=-1, Tz—o00:p; =0.
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La jauge 6, (¢) est déterminée & une constante multiplicative prés en méme
temps que la solution en appliquant les conditions aux limites. La solution est :

@1 = 7E1 (I)7
avec :
00 o—t
Ey(x) = / - dt,
et : 1
o (e) = .
1(8) El(E)

Notons que le comportement de Ey(e) pour € — 0 est :
Ei(e) =2 —lne—y+e+---,

ol v est la constante d’Euler v = 0.577215.
Une AUV est recherchée en complétant ’approximation précédente :

Doy =1+ 6151 +6101(X,e)  avec ng

On montre en fait que 1); = 0. L’AUV @,; est donc :
E1 (Z‘)
Ei(e)

Remarque 7. CHEN et al. [13] ont obtenu le méme résultat en utilisant une méthode
reposant sur le groupe de renormalisation.

953‘1:1_

(6.41)

Il est intéressant d’examiner le reste Ly $a1 :

= Ei(x)dEi(z)  Ei(z)e™®
Le @a1 = E%(e) dlx o _E%(g)T

On observe que, pour z fixé, L. &,; — 0 quand € — 0, mais si x = ¢ alors
L. ®,; — —oo quand € — 0. Néanmoins, 'intégrale du reste reste finie, non
nulle, quand € — 0; en fait cette intégrale est indépendante de ¢ :

oo _ 1 5o 1
L. &, de = —— [E? =_Z,
/6 <P = gt PO = g

Une approximation améliorée est recherchée sous la forme :

E1 (.’E) = _
d=1- ) e
Ei(e) + 02(e)@a(z,e) +
L’équation pour @9 est :
d’¢s  1dgs  dpe 1 dE, ()

dz? =z dz dz  5F3(e) =0 (6.42)
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Les conditions aux limites étant déja réalisées avec 'approximation @,;,
on prend :
rT=¢c:p2=0, x—00:py=0.

La jauge d2(¢) est déterminée & une constante multiplicative prés en méme
temps que la solution en appliquant les conditions aux limites. La solution est :

R > 15 R 16
On a:
Fi(xz) =2F1(2z) —e "Eq(x)
et : - ()
* B

Notons que le comportement de Fj(e) pour € — 0 est :
Fi(e) 2 —lne—v—2In2—¢elne+ B —7)e+---.

Une AUV est recherchée sous la forme :

= o E1 (33)
P2 =156

+ 62(8)pa(z, €) + 292 (X, €).

On montre que ¢y = 0 de sorte que AUV &, est :

. B@ | F@) REB®
o=l Bt B BE (6.43)

6.4.2 Résultats numériques

Les résultats numériques donnés Fig. 6.2 montrent que @,; et ®,5 sont d’excel-
lentes approximations de la solution numérique de I’équation compléte méme
pour des fortes valeurs de €.

On peut noter que les fonctions d’ordre §; et d, sont déterminées & une
constante multiplicative prés en appliquant les conditions aux limites exactes.
Au contraire, avec la MDAR, de nombreux choix sont possibles et la gamme
de valeurs de ¢ sur laquelle la précision numérique de la solution MDAR
est bonne dépend beaucoup de ce choix [38, 42|. Souvent, on prend pour les
fonctions d’ordre -1 et L ; avec ce choix, il est clair que I’approximation

Ine  (Ine)?
ne peut pas étre valable si ¢ = 1 et la précision de I’approximation ne peut étre
correcte que pour les trés petites valeurs de €. Cette question a été discutée
en détail par LAGERSTROM [42] qui propose aussi I'utilisation des jauges &;
et J5 déterminées ici.

Sur cet exemple on constate encore que la difficulté liée aux logarithmes
est complétement levée avec la MASC.
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f— 1.0F 5
1

0,8 08F \

0,6 0,6 \

num. c—1

.04 0,41
- 02 In x 0,2F In x
1 1 J 0‘0 1 1 J
0 1 2 3 "0 1 2 3

Fig. 6.2. Modéle de Stokes-Oseen. Comparaison de la solution numérique avec la
solution MASC : 1 = solution du premier ordre (6.41), 2 = solution du second
ordre (6.43)

6.5 Probléme épouvantable

L’équation & résoudre est :

d2¢ 1dd (d¢>2 do
dz

L.®= - — =0, 6.44

N dz?  zdzx dz ( 2)
ou la fonction @ est définie dans le domaine x > ¢ avec les conditions aux
limites :

xr=e:9=0, z—>0c0:P=1. (6.44b)

Ce probléme a également été proposé par LAGERSTROM [42]; avec la
MDAR, les difficultés soulevées sont telles qu’il a été qualifié de « terrible pro-
blem » par HINCH [38]. La solution fait appel & la connaissance d’un nombre
infini de termes, ce qui n’est pas réellement dans l’esprit de la méthode.

La solution pourrait étre obtenue en faisant le changement de fonction e
mais, pour rester dans la ligne de ’application directe de la MASC, il ne sera
pas utilisé.

(]

6.5.1 Application de la MASC
Une premiére approximation est de la forme :
& =1+6(e)p1(z,8) + . (6.45)

En reportant dans (6.44a), on obtient :

A2, 6,d@; = (dei\? - dBy -, do
WS a8 (G2 a2 B =0 (610
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En négligeant les termes O(07), I’équation pour @; est :

s g bidey < dp

0 =0. 6.47
Vg2 z dz Vda ( )
Avec les conditions aux limites exactes :

;1028:51@1:—17 z— 00 : @ =0,

la solution de (6.47) est :

()51 = —El(x).
On a:
et : 1
(51(5) = m

Une AUV peut alors étre recherchée sous la forme :
Do =1+ 01p1 +61¢1(X,e) avec X = g,
mais on trouve que 1; = 0. En fait, on a donc :
Pa1 =1+ 6101

Examinons le reste L, @,1 :

LG L (dBEix) 2+E1(:v) dE, (z)
ST R2(e) U da E2(e) dx
e _ Ei(z)e™®
~ 22E%(e)  FEi(e) z
On déduit que, pour z fixé, L. b, — 0 quand ¢ — 0. Si z = ¢, alors

Le #,1 — oo quand € — 0 mais 'intégrale du reste est telle que :
© —
/ L. ®,1 de — cc.
c e—0

Il faut s’attendre & une difficulté comme le montre la suite. On recherche une
meilleure approximation sous la forme :

& =1+6,(c)p1(w,€) + b2(e)Pa(m, ) + -+, (6.48)
ce qui conduit & I’équation :

< A%y | 62d@y | < d@o 82 | (dpr ) dpy
5 e R St . i Y ot p1— | . 4
2 da? + x dx o dx 09 dx T dx (6:49)
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Avec les conditions aux limites exactes :

la solution est :

S2py = — (6.50)

Fi(e) — 5E7(e)
)

On a:

Fi(z) = 2E1(22) — e " Fy ().

1F
L’expression (6.50) contient le terme 5 Ei ((”:))

a cet ordre, 'AUV &, était supposée compléte. Le développement n’est donc

1
, qui est d’ordre ———. Or,
Ine

. /da \ 2
pas asymptotique. L’origine de la difficulté est que le terme 5% (dS01> a été
x

négligé dans (6.46) afin de former ’équation pour ¢;. Il faut donc conserver
ce terme et ’équation pour ¢, devient :

C e idpr | (der )T < dgn
1) ——— 40 | —/— 01— =0. .51
1dx2+xdx+1(dx>+1dm 0 (6:51)

Il est surprenant de maintenir un terme O(J?) mais il se trouve que le
2 —

SN2
_ d _
terme 07 (;71) disparait en se combinant au terme 51d—@21 si la solution
x x

est une fonction logarithmique; ceci évite de récupérer un terme en e a
ne
l'ordre suivant. En effet, si ’on pose :

Sigr =In(1+61f1), (6.52)
on a :
& o (AR
&2, 51@(14‘51]01)—51 (dx
51 d p) == — — .2 )
€L (1+(51f1)

5 (4)
o (de\? T \de
o dr = ——
€L (1 + 51f1)
et, en négligeant les termes O(67), (6.51) devient :

5 1eh 4,
dz?  z dx dz ’
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En respectant les conditions aux limites exactes sur @, on prend :
1 _
r=¢e¢:14+0f1i=- , z—oo: f1=0.
e

La solution est alors :

5131 = In {1 n (1 _ 1) El(l‘)] 7

e Ei(e)

avec :

51 = Ell(g) et f1= C - 1) Ei(z).

L’étape suivante est de rechercher une AUV sous la forme :
D1 =1+In[1+61f1 +051(X,e)],

et 'on montre que g; = 0. La premiére AUV est donc :

B, =1+1n [1 + <i - 1> ]éi((:ﬂ . (6.53)

Examinons le reste L, ®,1 :

By (z)

L a1+ ) B

Lody =(-—1 - i
Bie) de 14 (1-1)F8
FEi(x

B (1 1) | e[l (1) Y]
T JEE T 1+ -5

On voit que, pour z fixé, L. b,y — 0 quand ¢ — 0. Si 2 = ¢, alors

L. ®,1 — —o0 quand € — 0 mais, cette fois, I'intégrale du reste reste finie,
non nulle :

[ [ (o (- 2] -5

Suivant la MASC, 'approximation est améliorée sous la forme :

P=1+061p1+02p2+ .

o (dzs\?
Pour les mémes raisons que celles données plus haut, le terme 5% (f) est
x

conservé dans I'équation pour @o. On arrive & AUV suivante :

() (- e e

Doy = Py +1n
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On aboutit plus facilement & la solution en recherchant I’approximation

sous la forme : o
S=1+In[1+0fi +82fo+--].

L’équation pour f, est :

d*fo N 1dfy N dfs _ 1 (1 B 1)2 Ey(z)
0o

dz? "z dz ' dz e E2(e)’

On montre que le terme suivant 2o (X, €) est nul et, finalement, la seconde
AUV s’écrit :

om0 5
(o) (55 -agee)] e

6.5.2 Résultats numériques

La figure (6.3) montre un bon accord entre les AUV construites avec la MASC
et la solution numérique de (6.44a), méme pour des valeurs de £ qui ne sont
pas petites devant 1. L’application des conditions aux limites exactes du pro-
bléme a permis, comme pour le modeéle de Stokes-Oseen, de choisir des jauges
bien appropriées. Par rapport au modéle de Stokes-Oseen, la difficulté supplé-
mentaire est Iexistence d’un terme non linéaire dont 1’élimination se fait par
le biais d’une fonction logarithmique.

- 1 —
/_ 0 1
L 0.8 ] \
- 0,6 0,6 num.
num.
L04 |e=0,1 0,4
0,2 0,2f
oz In x
1 1 J 0 O 1 1 1 J
-2 -1 0 1 2 70,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Fig. 6.3. Probléme épouvantable. Comparaison de la solution numérique avec la
solution MASC : 1 = solution du premier ordre (6.53), 2 = solution du second
ordre (6.55)
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6.6 Conclusion

L’application de la méthode des approximations successives complémentaires
(MASC) a des problémes de perturbation singuliére rencontrés dans la solution
d’équations différentielles a montré qu’il s’agit d’'une méthode souple et effi-
cace. Sous sa forme la plus simple, avec des développements réguliers, la MASC
conduit a des résultats identiques a ceux de la méthode des développements
asymptotiques raccordés (MDAR). Toutefois, la construction est différente.
Avec la MASC, une approximation uniformément valable (AUV) est recher-
chée en partant d’une structure supposée de I’AUV. Il n’est pas nécessaire de
faire appel a un quelconque principe de raccordement ; celui-ci apparait comme
une retombée de la méthode. Avec la MDAR, la construction part de la re-
cherche d’approximations dans les zones significatives du domaine d’étude. Un
principe de raccordement permet d’assurer la cohérence des approximations
et, finalement, une AUV est formeée.

En acceptant des développements généralisés, la MASC permet d’aller plus
loin. Par exemple, les informations sur la solution peuvent étre regroupées sur
les premiers termes du développement afin d’améliorer la précision. Cet aspect
est d’autant plus important que les séries asymptotiques mises en oeuvre sont
souvent divergentes. En outre, les conditions aux limites exactes du probléme
peuvent étre respectées dés le début de la construction et non pas de fagon
asymptotique. Dans certains cas, il a été montré que l'idée d’appliquer les
conditions aux limites exactes permet de faire un choix trés approprié des
jauges de la séquence asymptotique. Ces propriétés prennent toute leur valeur
si 'on reconnait que l'intérét des méthodes asymptotiques est d’aboutir a des
résultats valables méme si le petit paramétre n’est pas réellement petit devant
I’unité.

Avec des développements généralisés, les résultats de la MASC contiennent
les résultats de la MDAR. Une approximation de la MASC est donc plus riche
que approximation correspondante de la MDAR.

Un autre avantage de la MASC est la disparition du probléme des loga-
rithmes avec la difficulté associée de ’application d’un principe de raccor-
dement. Dans tous les exemples traités, les logarithmes n’apparaissent que
lorsque l'on souhaite revenir & des développements réguliers.

La contrepartie de ces atouts est ’exigence d’une analyse plus fine des pro-
priétés de la solution. L’amélioration de la précision de AUV & un stade donné
s’accompagne généralement d’un accroissement notable de I'effort a consacrer
a l'obtention de la solution ; il faut alors se demander si le résultat en vaut la
peine. En comparaison, 'application de la MDAR est plus systématique.

Problémes

6.1. On considére I’équation :

d2
Lsyzs—y—k

122 +y=0.
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La fonction y(z) est définie sur le domaine 0 < x < 1 et les conditions aux
limites sont :

y(0) =a, y(1)=0b.

On étudie la solution & l'aide de la MDAR. Une couche limite se forme
au voisinage du point z = 0. Les variables adaptées & la région extérieure et
a la région intérieure sont respectivement z et X = xz/e. Les développements
associés a chaque région sont :

y(z,e) = y1(z) +eya(x) 4+ - - + e"yn(z) + O™ M),
y(x,6) = Yi(X) 4+ eYo(X) + - + "V, (X) + O(e™™).

1. Donner les fonctions y;(z), yo(x), Y1(X) et Y3(X). Donner aussi les
approximations composites y.1 et ya2 supposées étre des approximations uni-
formément valables & 'ordre 1 et a 'ordre ¢.

2. Donner 'ordre de grandeur des restes L. y.1 et L. y.2, d'une part dans le
domaine 0 < x < 1 et d’autre part dans le domaine 0 < Ay < z < 1 ou Ag
est une constante indépendante de .

6.2. On considére le probléme :

d2y

dy
— + — =0, 0<z<1
@2 T a VT ersh

avec :
y(0) =e, y(1)=1.
Une solution exacte est facilement obtenue mais on traite le probléme avec la
MASC. On s’efforcera d’appliquer les conditions aux limites de fagon exacte.
Localiser la couche limite.
La premiére approximation est de la forme :

y = yo(x).

Donner yo(z).
On cherche une AUV sous la forme :

Yal = yo(x) +YO(X35)7 X =—

Préciser § et donner Y. Dans I’équation pour Yj, on ne retiendra que les
termes dominants pour 0 < A; < X < Ay ou Ay et Ay sont des constantes
indépendantes de . On montrera que Yy = 0.

L’approximation suivante est de la forme :
y=yo(z) + Yo(X,e) + v(e)yi(x, ).

Donner v et y;. Dans I’équation pour y;, on ne retiendra que les termes
dominants pour 0 < B; < x <1 ou Bj est une constante indépendante de .
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On recherche une AUV sous la forme :
Ya2 = Yo(x) + Yo(X, &) +v(e)yi(z,€) + v(e)Yi(z,e).

Donner Y;. Dans I’équation pour Y7, on ne retiendra que les termes dominants
pour 0 < A; < X < A,.
Donner la solution en appliquant la MASC sous sa forme réguliére.

6.3. On considére le probléme suivant :

2
5%+(17x)%7y:0, 0<z<1,
avec :
y(0)=1, y(1)=1

Une couche limite est présente en z = 0 et une autre en x = 1.

On applique la MASC sous sa forme réguliére.

Montrer que les variables appropriées aux couches limites sont £ = z /e au
voisinage de x = 0 et ¢ = (1 — x)/e'/? au voisinage de = = 1.

Déterminer la solution yo(z) de 1’équation réduite (obtenue en faisant
g€ =0). On ne cherchera pas a calculer la constante d’intégration. On com-
pléte 'approximation de la fagon suivante :

y = yo(x) + Zo(C)-

Montrer que yo(x) = 0. Vérifier que la solution pour Zj a la forme :

2 C/\/§ 2
Zo=eS /2 A+B/ et dt
0

La solution pour Zj doit permettre de satisfaire la condition y(1) = 1. En
déduire une relation pour les constantes d’intégration de Zy. L’autre relation
sera obtenue plus tard.

On cherche finalement une AUV sous la forme :

Ya = Zo(¢) + Yo(§)-

La condition en x = 0 doit étre assurée par la solution Yy(£). En déduire une
relation entre les constantes d’intégration de Yp.

Appliquer les conditions aux limites en z = 0 et z = 1 & y,. En déduire
les relations manquantes pour déterminer toutes les constantes d’intégration.
Donner la solution y,. On rappelle que :

o0
/ e_t2 dt = ﬁ
O 2
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%
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! ——=
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r=1

=0

Fig. 6.4. Palier

6.4. D’aprés la théorie de la lubrification de Reynolds, la pression p(x) dans
un palier fortement chargé est reliée a la hauteur h(z) du film fluide par
I’équation sans dimension :

d [,5 dp] _ d(ph)
— — | = <z<
“dz [hpdx} de ’ Oszsti,
avec :
p(0)=1, p(1)=1
On pose :

ho = h(0),  hi=h(1) =1

Une couche limite se forme en z = 1.

On applique la MASC sous sa forme réguliére. La premiére approximation
est :

p = po().
Donner la solution pour po(x).
Montrer que la variable appropriée a la couche limite est :
1—2z

X = .
€

On cherche une AUV sous la forme :
p=po(x) + Po(X).

Donner la solution sous la forme X = X (FP).

6.5. Ce probléme a été traité par Van Dyke [94] a l'aide de la MDAR. On
considére ’écoulement non visqueux incompressible, bidimensionnel, irrota-
tionnel autour d’un profil elliptique sans incidence d’équation :

y = +eT'(x),

avec :
T=+v1—-22 pour —-1<z2<1 sinon T=0.
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A l'infini amont, on a :

u=1.
Pour tenir compte des singularités qui apparaissent en x = —1 et z = 1,
on utilise les variables intérieures :
14+ 1—x
S, = . Sy =— Cv=2

g2 g2 g2

L’écoulement est défini par I’équation du potentiel : A ¢ = 0. Une approxi-
mation uniformément valable du potentiel ¢ est recherchée sous la forme :

¢p=x +ep1(2,y) + &2 [D1(S1,Y) + W1 (S2,Y)] + &% [D2(51,Y) + Ws(55, V)] .

1. Donner les composantes de la vitesse en fonction de @1, @1, @2, ¥;, ¥5. On
rappelle que :

0¢ 0¢
U=, v=—_—.
or dy
2. Exprimer la condition de glissement & la paroi ; on tiendra compte de 1’iden-
tité suivante qui permet de lever les singularités en x = —let x =1 :

el =T’ (z) —ef(x) +eg(x) + F(S1) — G(S2),

dr
ou T" désigne la dérivée @ et :
x

1

f= m pour x> —1,
g = 2(1 = x) pour x <1,
F = ! pour S >0
251 ’
1
G= pour S5 < 0.

V=255
En dehors des intervalles de définition donnés ci-dessus, on a f = 0, g = 0,
F=0,G=0.
3. Donner les équations pour @1, @1, P2, ¥1, ¥s. On remarquera que la fonction
1 est donnée par la théorie des profils minces et que &1+ 571, P2+ 51, ¥+ S9,
¥, + S, correspondent au potentiel autour de paraboles.
On rappelle que la vitesse de I’écoulement autour d’une parabole d’équation :

y=V2Rx
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a pour composantes :

u | VRYTHEow
Ve 2 r ’
v VR rto—%
Voo o 2 r ’

avec :

R\?
— _ 2t 2
r <x 2) + y2.

On rappelle aussi que la vitesse u sur ’axe correspondant au potentiel ¢q

est donnée par :

dé.

u=—
) o x—¢&

5}
1§£+oo %(ZIJ, O+)

0 0
La notation %(m,og signifie que la dérivée % doit étre évaluée a
Y x
lextrados (y = 04).
On trouve que la vitesse u, pour —1 < & < 1 correspondant au potentiel

(1 vaut 1 car :

I A

—¢ d¢=1 pour —-1<zx<1,
n)_x—¢&

1 o0

7% ! d¢ =0 pour z> -1,
), x—¢&

1 /1

7?( g d¢ =0 pour x<1.
Tf_ o —&

Donner les composantes et le module de la vitesse a la paroi de ellipse.
La solution exacte pour la distribution de vitesse a la paroi de l’ellipse est :

q 1+¢
s ——

1— 22

oo

14 &2

Comparer les résultats approchés a la solution exacte en tragant les résultats
pour e =0,1,e =0,25et € =0,5.

6.6. Démontrer les résultats de la Sect. 6.2.3.

6.7. Démontrer les résultats de la Sect. 6.3.3.
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Ecoulements a grand nombre de Reynolds

Ce chapitre est le début de la deuxiéme partie de 'ouvrage ot sont présen-
tées les analyses asymptotiques d’écoulements & grand nombre de Reynolds.
L’objectif est simplement ici de rappeler quelques résultats classiques utiles
pour la compréhension de la suite. Ainsi, une grande partie de ces résultats
sera donnée sans démonstration détaillée.

Dans I’étude des écoulements & grand nombre de Reynolds, I'une des per-
cées majeures a été lintroduction du concept de couche limite par
PRANDTL [71] dont I’application s’est révélée des plus fructueuses. La théo-
rie a été formalisée beaucoup plus tard par la mise en ceuvre de la méthode
des développements asymptotiques raccordés [41, 93]. Une amélioration a été
aussi proposée avec la théorie de la couche limite au second ordre [91].

Les solutions numériques des équations de couche limite ont rapidement
révélé une difficulté quand, sous l'effet d’'un gradient de pression positif, le
coefficient de frottement pariétal diminue jusqu’a s’annuler. Assimilé au décol-
lement, ce probléme a été analysé par LANDAU [45] et GOLDSTEIN [36]. D’une
fagon générale, la question soulevée est celle de déterminer la solution des
équations de couche limite en aval d’une station ou le profil de vitesse est
donné [35]. Parmi différents résultats, GOLDSTEIN a montré que, en général,
la solution des équations de couche limite est singuliére si le profil de vitesses a
une dérivée nulle a la paroi (tension pariétale nulle) et qu’il n’est pas possible
de poursuivre le calcul de couche limite en aval. Il est intéressant de noter
que la méthode mathématique appliquée pour cette analyse était trés voisine
de la méthode des développements asymptotiques raccordés bien avant que
celle-ci ne fit formalisée. GOLDSTEIN a également suggéré qu’une méthode
inverse serait & méme de résoudre la singularité de décollement. Dans ces
méthodes inverses, & la place de la vitesse extérieure, une caractéristique de
la couche limite est donnée, par exemple la distribution de ’épaisseur de
déplacement ; la vitesse & la frontiére de la couche limite devient une inconnue.
Dans la mesure ou la distribution de ’épaisseur de déplacement donnée est
réguliére, les équations de couche limite permettent de calculer des solutions
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réguliéres avec décollement. Ces résultats ont été montrés numériquement par
CATHERALL et MANGLER [10].

Avec ’analyse par LIGHTHILL du phénoméne d’influence amont en super-
sonique [52], une étape décisive a été franchie. Le probléme posé est celui
de la propagation d’une perturbation de couche limite de plaque plane, par
exemple une petite déviation de la paroi, lorsque 1’écoulement a ’extérieur de
la couche limite est supersonique. Une théorie de petites perturbations a été
proposée dans laquelle ’écoulement perturbé est structuré en trois couches.
Dans la zone la plus éloignée de la paroi, les perturbations obéissent aux équa-
tions linéarisées d’écoulement non visqueux. Dans une zone correspondant a la
couche limite habituelle, les perturbations obéissent & des équations de petites
perturbations d’un écoulement non visqueux compressible paralléle. Trés prés
de la paroi, une couche visqueuse est introduite pour satisfaire les conditions
de non-glissement a la paroi. Dans cette zone, les équations sont celles de
stabilité de la couche limite incompressible, les équations d’Orr-Sommerfeld
considérées pour des perturbations stationnaires. Dans ces conditions, la solu-
tion réveéle la possibilité de propagation des perturbations vers ’amont ; il a
été montré que 'étendue de la zone d’interaction est de lordre de LRe~3/8
ou L est la distance de la perturbation au bord d’attaque de la plaque plane
et Re est le nombre de Reynolds formé avec L.

En fait, la question abordée était celle de l'interaction visqueuse-non vis-
queuse, c’est-a-dire 'interaction entre la couche limite et la zone d’écoulement
non visqueux. La compréhension de ces phénoménes a donc regu un éclairage
nouveau avec l’analyse de LIGHTHILL. Elle a été complétée par la théorie de la
triple couche, ou triple pont, qui envisage le décollement de la couche limite.
Une discussion des problémes posés par le décollement et la structure des
écoulements décollés, en liaision avec la théorie du tiple pont notamment, est
donnée dans [78].

La théorie de la triple couche est attribuée & STEWARTSON et WILLIAMS
et & NEYLAND [68, 82, 84, 87, 88]; MESSITER [63] est également arrivé a
cette théorie en analysant ’écoulement au voisinage du bord de fuite d’une
plaque plane. STEWARTSON et WILLIAMS considérent que leur théorie est une
extension non linéaire de la théorie de Lighthill. La notion de triple couche a
permis de progresser dans la compréhension de nombreux problémes [37, 101].

Parallélement & ces analyses théoriques, des méthodes pratiques de réso-
lution du couplage entre la couche limite et I’écoulement non visqueux
ont été développées avec l'objectif notamment de traiter des écoulements
décolles [7, 8, 11, 47, 48, 50, 54, 95]. Une justification des méthodes d’inter-
action pour calculer les écoulements décollés est fournie, au moins partielle-
ment, par la théorie du triple pont [74, 96].

Dans ce chapitre, une analyse simplifiée des problémes posés par le décol-
lement de la couche limite est donnée. Elle repose sur 'utilisation d’une mé-
thode intégrale de calcul de la couche limite. Il s’agit d’une méthode approchée
mais qui reproduit assez bien les propriétés des équations de la couche limite.
En outre, on aboutit de fagon simple a une compréhension générale des
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questions mathématiques et numériques posées par l'interaction visqueuse-
non visqueuse [21, 22, 47]. On peut donc considérer qu’il s’agit d’un modéle
pédagogique.

7.1 Théories de couche limite

Des exposés trés complets sur les écoulements & grand nombre de Reynolds
et leurs structures asymptotiques sont fournis par différents auteurs [75, 76,
78, 79, 85]. En particulier, dans ces références, la question du décollement est
discutée. Dans ce paragraphe, nous présentons seulement sans les démontrer
les résultats principaux des théories de couche limite classique et du triple
pont.

7.1.1 Couche limite de Prandtl

On considére ’écoulement laminaire sur une paroi, autour d’un profil d’aile en
atmospheére illimitée, par exemple (voir aussi probléme 7.2). On suppose que
I’écoulement est incompressible, bidimensionnel, stationnaire. L’écoulement
est décrit par le modele de Navier-Stokes (Ann. I).

On utilise un systéme d’axes (z,y) orthonormé. Toutes les grandeurs sont
rendues sans dimension : les coordonnées x et y par une longueur de référence
L, la vitesse par une vitesse de référence V, la pression par oV'2. Sous forme
adimensionnée, les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

ou oy
o + T)y = ()7 (7.1&)
ou ou oP  10°U 10°U
Uoe TVoy = oe "Rz TR Op (7.16)

2 2
Y P Y 1
oz Oy 0y R Ooz2 R Iy?
ounU =u/V et V =v/V sont les composantes de la vitesse suivant les axes
x et y; P =p/oV? est la pression; p est la masse volumique du fluide et u
est son coefficient de viscosité dynamique ; on pourra utiliser aussi la viscosité
cinématique v définie par v = pu/p. Le nombre de Reynolds R est défini par :

VL
rR=2=
1

L’objectif est de simplifier ce modéle lorsque le nombre de Reynolds carac-
téristique de l’écoulement est grand devant ['unité.
Deux zones sont distinguées : une zone d’écoulement non visqueuz loin de

la paroi et une zone de couche limite au voisinage de celle-ci. Dans 1’écoule-
ment non visqueux, les variations significatives de vitesse se produisent sur
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des distances dont 'ordre de grandeur est le méme dans les deux directions
d’espace; I'échelle de longueur L est la corde du profil d’aile plongé dans
I’écoulement. Dans la couche limite, deuz échelles de longueur interviennent.
Suivant la direction paralléle a la paroi, I’échelle de longueur reste la corde
du profil mais suivant la direction normale & la paroi 1’échelle de longueur ¢
appropriée est :

(=LR™'2

La relation entre les échelles £ et L est essentielle. Elle équivaut & poser
que l’échelle de temps caractéristique de la viscosité, (2 /v, est du méme ordre
de grandeur que l’échelle de temps caractéristique de la convection, L]V .

On définit le petit paramétre € par :

e =— (7.2)

Dans la région non visqueuse, les équations de Navier-Stokes se simplifient
suivant les équations d’Fuler. Si 'on pose :

Uzul(x,y)-i-"w V:’Ul(x,y)—i_"'a P:pl(xay)+) (73)
on obtient :
8’[1,1 81}1
T | 7.4
o Ty = (7.4a)
Ou , on _ Op (7.4b)

Ur—4— a_

Vo oy ox

8’1}1 8U1 8p1

U —=— + 0 —— = ——. 7.4c

Yoz ! oy dy (74c)
Comme la condition d’adhérence & la paroi ne peut pas étre vérifiée, il
est nécessaire d’introduire une structure de couche limite. Le systéme d’axes
employé est lié a cette paroi (Fig.7.1). Pour des raisons de commodité, on
utilise aussi les variables z et y (qui sont les mémes pour le cas de la plaque
plane). L’axe des x est pris le long de la paroi et 'axe des y est normal a

celle-ci. On pose :

U=U0@x,Y)+--, v=eV(@,Y)+---, P=PY)+- -, (7.5)
ou Y est la variable locale :
y="2 (7.6)
€
Les équations de couche limite au premier ordre sont :
ou oV
87 + 87 = 07 (7.7&)
oUu oUu oP 0°U
P
0= —8—. (7.7¢)

oYy
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u(y) : profil de vitesse

u, : vitesse extérieure

Fig. 7.1. Profil de vitesse dans une couche limite

Remarque 1. Si I'on revient a des variables dimensionnées, les équations de couche
limite s’écrivent :

ou Ov
ou Oou  Op o*u
e Ty T Tar THag (7:8b)
_op
0= By’ (7.8¢)

ol u, v, p correspondent respectivement a U, eV et P.

La présence de la couche limite permet d’assurer la condition de non-
glissement a la paroi. Localement, en Y =0, on a :

U=0, V=0.

Si 'on note respectivement E et I les opérateurs d’expansion dans les zones
externe et interne (respectivement zone non visqueuse et couche limite), le
PMVD s’écrit :

IEU = E1U, (7.9a)
IEV = EIV, (7.9b)
IEP =EIP, (7.9¢)

et, appliqué a 'ordre 1, il conduit aux conditions :

Yli_r)noo U(z,Y) = ui(z,0), (7.10a)
v1(z,0) =0, (7.10b)
lim P(z,Y) = p1(z,0). (7.10¢)

Y —oo
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On note souvent U, la vitesse calculée par les équations d’Euler a la paroi
de l'obstacle. La vitesse U, est reliée & la pression statique par 1’équation de
Bernoulli et, comme la pression est constante suivant une normale & la paroi,
pour la couche limite on a :

P dp du,
oP _dP _ U

- = — . 7.11
ox dx ¢ dx ( )
Remarque 2. Sous forme dimensionnée, I’équation précédente est bien sir :
dp dp due
el s . 12
Oor dz ele 4z (7.12)

On observe qu’il n’y a pas de condition limite a la frontiére de couche limite
pour la composante de vitesse v. Le raccord est assuré avec ’écoulement non
visqueux & l'ordre suivant (relation (7.14)).

Associée aux conditions d’écoulement uniforme a 'infini, la condition a la
paroi vy (z,0) = 0 permet de résoudre les équations d’Euler indépendamment
des équations de couche limite. Alors, la solution des équations d’Euler four-
nit notamment la distribution de vitesse U(z) = u1(z,0) ce qui permet de
résoudre les équations de couche limite.

L’enchainement des calculs est donc théoriquement le suivant :

Etape 1. L’écoulement non visqueux autour de 1’obstacle réel est calculé en
résolvant les équations d’Euler avec la condition de vitesse normale & la
paroi nulle. Ce calcul fournit notamment la vitesse U.(x) & la paroi.

Etape 2. L’évolution de la couche limite est calculée avec la donnée de la
distribution de vitesse U, (x).

Etape 3. L’écoulement non visqueux est corrigé en résolvant les équations
d’Euler écrites en petites perturbations. En effet, le développement de
I’écoulement externe est :

U=u(2,y) +euz(z,y) + -, (7.13a)
V=uwi(z,y) +eva(z,y) + -, (7.13Db)
P =pi(z,y) +epz(z,y) + -, (7.13¢c)

et 'on montre facilement que wuo, vs, po satisfont les équations d’Euler
linéarisées.

Le calcul de I’écoulement non visqueux perturbé par la présence de la
couche limite introduit la notion d’épaisseur de déplacement (LIGHTHILL
[53]). Elle est retrouvée en appliquant la méthode des développements
asymptotiques raccordés [93]. De fagon équivalente, cette condition est ob-
tenue aussi en appliquant a la vitesse V le PMVD a l'ordre €. On obtient :

V—Y(%Uyl)y_ol, (7.14)

soit, en utilisant I’équation de continuité :

o 0) = Jim,
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1)2(1‘,0) = /OOO % [*U + Ul(ZE,O)] dY = % [UeAl] . (715)

L’épaisseur de déplacement A;, donnée ici sous forme adimensionnée,
représente [’effet de la couche limite sur [’écoulement non visqueux; elle

est définie par :
o U
Aq :/ <1 - > dy, (7.16)
0 Ue

ou, sous forme dimensionnée, par :

5 = /OOO (1 — 5) dy, (7.17)

Le calcul de I’écoulement non visqueux perturbé par la couche limite peut
étre réalisé de plusieurs fagons. L’une d’elles consiste a effectuer ce calcul
autour d’un obstacle modifié par le déplacement de la paroi, normalement
a elle-méme, d’une distance égale a ’épaisseur de déplacement. Une autre
facon commode est de simuler le méme effet a I'aide d’une vitesse de
soufflage distribuée le long de la paroi réelle de 'obstacle :

d
vs = [uedr] . (7.18)
Suivant cette méthode, I’écoulement non visqueux corrigé est donc calculé

en imposant la vitesse vg & la paroi.

Dans ce processus de calcul, les équations de couche limite sont résolues
avec une pression imposée. On dit qu’elles sont résolues suivant le mode stan-
dard ou mode direct. On constate aussi que le déroulement des calculs est
hiérarchisé : chacune des régions visqueuse et non visqueuse est traitée a son
tour.

Dans les méthodes de calcul industrielles, la troisiéme étape est réalisée
en résolvant les équations d’Euler et non pas leur forme linéarisée. Le cycle
des itérations entre I’écoulement non visqueux et la couche limite est méme
parfois poursuivi.

7.1.2 Triple pont

Le comportement singulier des solutions des équations de couche limite au
décollement en mode direct [36, 45] (voir aussi le probléme 7.4) a été consi-
déré comme une limitation du modéle. La restriction est sévére puisque la
solution n’existe pas en aval du point de décollement. Pendant longtemps, la
validité du modéle de couche limite a été mise en cause car la composante de
vitesse normale & la paroi tend vers l'infini, ce qui est en contradiction avec
les hypothéses faites.

La théorie du triple pont, ou triple couche, a permis de mieux comprendre
la nature du probléme.
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Les idées principales de cette théorie se trouvent en grande partie dans ’ar-
ticle de Lighthill [52]. Comme il a déja été dit dans l'introduction du présent
chapitre, le probléme posé était de batir une théorie capable de reproduire
le phénoméne d’influence amont observé lorsqu’une couche limite laminaire
de plaque plane évoluant dans un écoulement extérieur supersonique est per-
turbée localement. Par exemple, si la paroi subit une légére déviation locale,
on observe une variation de la pression pariétale bien en amont de la dévia-
tion. Cette remontée de l'information paraissait étre en contradiction avec
le fait que la couche limite est régie par un systéme d’équations de nature
parabolique en espace (si 'on suppose que la pression est imposée) et que
I’écoulement de fluide parfait est gouverné par un systéme d’équations de
nature hyperbolique. En outre, 'ordre de grandeur de la distance sur laquelle
remonte l'information semblait incompatible avec I’épaisseur de couche limite
car beaucoup plus grande que celle-ci. Enfin, une forte modification de I’écoule-
ment était observée expérimentalement malgré la faible épaisseur de la couche
limite. L’explication de ce dernier point était connue : une petite perturbation
donnant lieu & une augmentation de pression induit un épaississement de la
couche limite qui provoque une augmentation encore plus forte de la pression.
Le cadre théorique proposé par Lighthill consiste a considérer les perturba-
tions dans la couche limite. Dans 1’écoulement de base, la viscosité joue un
role essentiel mais les perturbations se produisent sur des échelles telles que
la viscosité n’a pas les moyens d’agir sur leur développement. L’évolution des
perturbations dans la couche limite est décrite par les équations linéarisées de
fluide parfait en écoulement compressible. Cette hypothése ne tient plus au
voisinage de la paroi ou les phénoménes visqueux entrent en compétition avec
les forces de pression et d’inertie pour assurer la condition de non-glissement
a la paroi. Dans cette zone de trés proche paroi, Lighthill suppose que les per-
turbations évoluent suivant 1’équation d’Orr-Sommerfeld établie & 1'origine
pour analyser la stabilité linéaire d’une couche limite laminaire soumise & des
petites perturbations. La description qualitative de la structure est complétée
en supposant que les perturbations sont suffisantes pour affecter I’écoulement
extérieur. Les perturbations de I’écoulement extérieur obéissent aux équations
linéarisées du fluide parfait en écoulement supersonique. Les équations pro-
posées dans les différentes régions sont reliées entre elles par des relations de
couplage assurant la continuité des fonctions caractérisant 1’écoulement, par
exemple la pression et la vitesse. Ainsi formulée, la théorie de Lighthill consti-
tue une version linéarisée de la triple couche. Si elle permet de bien évaluer la
longueur de 'influence amont elle s’est révélée beaucoup plus puissante encore
dans une formulation non linéaire en permettant de traiter bien d’autres
problémes.

On considére ici un écoulement stationnaire, bidimensionnel, incompres-
sible, laminaire sur une plaque semi-infinie. Les vitesses, les longueurs et la
pression sont d’abord rendues sans dimension & 1’aide de grandeurs de réfé-
rence V, L et oV2. La vitesse de référence est la vitesse a l'infini amont et la
longueur de référence est la longueur de développement de la couche limite.
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La coordonnée longitudinale x et la coordonnée normale a la paroi y sont sans
dimension. Le nombre de Reynolds est défini par :

_oVL
o

R

A la distance L du bord d’attaque de la plaque, la couche limite est pertur-
bée, par exemple, par une petite bosse placée sur la paroi ; ce point correspond
ax = xg (avec les adimensionnements choisis zy = 1). La bosse est susceptible
de provoquer le décollement de la couche limite.

L’objectif est de définir un modéle capable d’éviter le comportement sin-
gulier de la couche limite mais plus simple que les équations de Navier-
Stokes. Une dégénérescence significative des équations de Navier-Stokes est
donc recherchée. Il faut bien noter que le modéle décrit les perturbations de
I’écoulement de base.

Autour de la bosse, I’écoulement perturbé est structuré en trois ponts indi-
qués sur la Fig. 7.2 : un pont inférieur, un pont principal et un pont supérieur.
La plupart du temps, le mot anglais «deck» (comme le pont d’un bateau)
est traduit par le mot «couche» en francais. En fait, cette théorie est plus
qu’un empilage de couches liées entre elles car la structure proposée permet de
trouver le passage entre la couche limite amont et la couche limite aval tout en
évitant éventuellement la singularité de décollement. Il s’agit donc réellement
d’une structure de pont & trois étages interdépendants et c’est dans ce sens
que 'appellation est utilisée ici.

Les échelles de longueur longitudinale et transversale de la région perturbée
sont LR~3/8. A Dintérieur de la région perturbée, trois ponts sont identifiés.
L’épaisseur du pont inférieur est LR ~5/%; les effets visqueux y sont impor-
tants. Le pont principal est le prolongement de la couche limite incidente.
Son épaisseur est LR™/2 et les effets visqueux y sont négligeables (pour les
perturbations) ; ce résultat est dit & ce que les dimensions de cette région

LR3/8

Pont supérieur

LR—3/8
Couche limite Pont principal
LR -1/2

incidente P
Pont inférieur LR™/8

S S S

Fig. 7.2. Structure en triple pont
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perturbée sont telles que la viscosité n’a pas d’effet significatif. Dans le pont
supérieur, les effets visqueux sont négligeables ; son épaisseur est LR ~3/8.

Des études ont été réalisées en spécifiant 'ordre de grandeur des dimen-
sions de l'obstacle [20, 72, 73] ; le probléme 10.3 en rappelle quelques résultats.
Ici, les caractéristiques de 'obstacle ne sont pas précisées mais on suppose
qu’elles sont compatibles avec les résultats de la théorie.

La théorie du triple pont décrit par exemple 1’écoulement autour d’un
obstacle dont la hauteur est de 'ordre de LR ~%/% et la longueur est de I'ordre
de LR3/8. 1l est essentiel de bien noter que les dimensions de l'obstacle
varient avec le nombre de Reynolds et tendent vers zéro quand le nombre de
Reynolds tend vers l'infini.

Ces échelles montrent le caractére local de la théorie. Quand le nombre de
Reynolds tend vers l'infini, le domaine du triple pont tend vers un point. La
théorie n’est donc pas capable, a priori, de décrire la structure globale d’un
écoulement lorsque le nombre de Reynolds tend vers I'infini. De la méme fagon,
la théorie de la couche limite de Prandtl décrit la structure de I’écoulement
au voisinage de la paroi lorsque le nombre de Reynolds tend vers l'infini.

Dans ce qui suit, on rappelle les résultats principaux de la théorie du
triple pont sans justifier le choix des échelles et des développements dans les
différentes zones. Les éléments permettant d’aboutir a la définition précise des
différentes jauges sont donnés dans la remarque 4 p. 148. Des exposés plus
détaillés de létablissement de la théorie sont donnés dans [75, 78|.

Le petit paramétre du probléme ¢, épaisseur asymptotique sans dimension
de la couche limite incidente, est relié au nombre de Reynolds par :

e=R"1/2,

Dans chacun des ponts, les variables suivantes sont utilisées :

Pont supérieur : X = e~ 3/4(x —zo) , Y* = e73/%y, (7.19a)
Pont principal : X = e 3/4(z —z0), Y =& 1y, (7.19b)
Pont inférieur : X = e 3/4(z —zo), Y =4y (7.19¢)

On appelle Up(Y) le profil de vitesses de la couche limite non perturbée
au point x = xg et sa pente a l'origine est \ :

A= (‘j&)y_o (7.20)

Les développements appropriés dans chaque pont sont :
— Pont supérieur

U=1+V2U5(X,Y*) 4,
V=PV XY 4
P=c2PH(X,Y*) 4.



— Pont principal

— Pont inférieur
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U=Uy(Y)+ U (X,Y) + -,

V=X Y) 4o
P=c?P(X,)Y)+---.

U=e""TU(X,Y)+-
V=X, Y) + -
P=c2P(X,Y)+-
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Toutes les échelles et les structures asymptotiques ont été démontrées
(Nayfeh [67], Mauss et al. [58, 59]).

Dans le pont principal, le premier terme est Uy(Y) qui ne dépend pas
de X. Le premier terme dans le pont supérieur est 1, c’est-a-dire la valeur de
la premiére approximation pour I’écoulement non visqueux a ’extérieur de la
couche limite ; cette valeur se raccorde avec la limite de Up(Y) quand Y — oc.

Les équations dans les différents ponts sont :

— Pont supérieur

— Pont principal

— Pont inférieur

o | Vi _
ax " oyr
Uy  oP;
oxX  ox’
vy P
oxX oy
o OV _
ox oy
ou, ol
Yoox Moy =%
oP,
6770'
ox oy
—9U, -~ 9U, 0P
Uox TVioy = ax

oy

(7.21a)
(7.21b)

(7.21¢)

(7.21d)
(7.21e)

(7.21f)

(7.21g)
(7.21h)

(7.21i)
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Dans le pont principal, la solution est :

Uy = AX)U)(Y) avec U)(Y)= %, (7.22a)
Vi =-A(X)Uy(Y) avec A'(X)= a4 (7.22b)

dx’

ot la fonction A(X) est une inconnue du probléme qui doit étre telle que
A — 0 quand X — —o0.

Si I'on note respectivement E, M et I les opérateurs d’expansion dans les
ponts supérieur, principal et inférieur, I'application du PMVD conduit aux
résultats décrits ci-dessous.

A Tordre €'/* pour U, la condition IMU = M I/ donne :

lim (ﬁl - )\}7) — . (7.23)

Y —oo

A Tordre €'/2 pour V, la condition EMVY = MEV donne :

VY (X,0) = lim Vi(X,Y), (7.24)

soit, en tenant compte de la solution (7.22b) et de Uy — 1 quand ¥ — oo :
dA
dx’

A lordre €'/2 pour P, les conditions IMP = MIP et EMP = MEP
donnent :

Vi(X,0) = (7.25)

Pi(X,0) = lim P(X,Y), (7.26a)
Y —oo
Pj(X,0) = Ylim P (X)Y). (7.26Db)
Comme, en outre, on a b =0et a—]il =0, on en déduit :
oY Y
Py (X,0) = Py(X) = Py (X). (7.27)

La condition (7.23) n’est autre qu’une des conditions permettant la réso-
lution de (7.21g, 7.21h, 7.21i).

La condition (7.25) sur la vitesse V;*(X,0) permet la résolution des équa-
tions du pont supérieur (7.21a, 7.21b, 7.21c). La vitesse V;*(X,0) peut étre
identifiée a la perturbation de la vitesse de soufflage vs (7.18) utilisée dans les
études de couche limite pour simuler son effet sur ’écoulement non visqueux.
La fonction A est appelée fonction de déplacement.

Remarque 3. Dans le pont principal, la pente des lignes de courant est donnée par :

edY v e2AN(X)Uo(Y)

/X u Up(Y) 4+ e AAX)UH(Y)’
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soit, au premier ordre :
dy 1/4 4
— =—c/TA(X).
Ix (X)
Ainsi, I’équation des lignes de courant est :

Y = —*A(X) + C,

avec la condition A — 0 quand X — —oo; C est une constante qui dépend de la
ligne de courant considérée.

Par rapport aux lignes de courant non perturbées dont ’équation est ¥ = C,
on observe que ces lignes sont déplacées d’une quantité —et/ 4A(X ) qui ne dépend
que de X et pas de Y. Dans le pont principal, toutes les lignes de courant subissent
donc un déplacement identique perpendiculairement & la paroi. En outre, la vitesse
le long d’une ligne de courant est :

[\/(Uo Y EVAAUY) + aAﬂUg} = Up(Y = C) + O("/2).
Y=—cl/4A(X)+C

A des termes d’ordre £/2 prés, la vitesse est constante le long des lignes de courant
dans le pont principal.

D’aprés la solution dans le pont supérieur, la pression et la vitesse normale
a la paroi sont reliées par une intégrale de Hilbert (Ann. III) :

. _ 1= V(X 0)
Pf(X,0) = p _wﬁdf7
soit : 1 oo A’(X)
PH(X,0) = — — 2
Hx0= 1 g (7.28)

ou le signe ¢ signifie « intégrale en valeur principale de Cauchy ». On a aussi :
Pf(X,0) = -U{(X,0).
Avec (7.27), on déduit :

~ 1 [ A(X)
P (X)=— —d¢&. 7.29
() = of e (7.29)
On remarque que les équations du pont principal et du pont inférieur
sont incluses dans les équations de couche limite classiques. Les équations du
pont inférieur sont méme exactement les équations classiques mais elles sont
associées & des conditions aux limites inhabituelles. A la paroi, on a :

Uy =0, V;=0, (7.30)

mais le raccord entre le pont inférieur et le pont principal donne la condi-
tion (7.23). De plus, les perturbations doivent s’annuler & l'infini amont du
triple pont pour assurer le raccordement a une couche limite non perturbée.
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La résolution des équations du triple pont se rameéne essentiellement a
celle des équations du pont inférieur (7.21g) et (7.21h), avec la loi d’interac-
tion (7.29) et les conditions aux limites (7.30), (7.23) ; la fonction A(X) est un
résultat du calcul. En pratique, il faut également introduire une perturbation.
Si celle-ci est une déformation locale de la paroi définie par Y = F(X), elle
vient s’ajouter a la fonction de déplacement A et on voit apparaitre partout
F + A ala place de A, sous réserve d’utiliser la transformation de Prandtl
pour ramener I’équation de la paroi a Y =0 [73].

Contrairement & la théorie classique de couche limite, les équations pour les
écoulements visqueux et non visqueux forment un systéme fortement couplé :
la solution du pont supérieur dépend de la solution dans les ponts inférieur
et principal par le biais de la fonction A alors que la solution dans les ponts
inférieur et principal dépend de la solution dans le pont supérieur par la dis-
tribution de pression. La solution dans le pont supérieur ne peut pas étre
déterminée indépendamment de la solution dans les ponts inférieur et prin-
cipal; 'inverse est vrai aussi. Le pont principal a un roéle passif car il sert
essentiellement & transmettre la pression et l'effet de déplacement entre la
couche limite (pont inférieur) et I’écoulement non visqueux (pont supérieur).

La condition de raccord (7.24) sur la vitesse normale a la paroi entre le
pont supérieur et le pont principal résulte de 'identité des jauges pour cette
composante de vitesse. Elle est essentielle pour garantir ’absence de hiérarchie
entre les trois ponts. En outre, dans le pont inférieur, la perturbation de vitesse
longitudinale est d’ordre /4, puisque dans ce pont le développement est :

w— AT e
Or, dans ce pont, le profil de base — le profil de Blasius — est donné par :
Up =AY =eV/Y.

Ainsi, dans le pont inférieur, le profil de base et celui de la perturbation sont
du méme ordre de grandeur. Il est donc possible que la vitesse résultante
posséde des valeurs négatives. Associée & 'interaction entre les ponts, cette
propriété donne accés au traitement d’écoulements décollés. Cependant, il faut
bien noter que les résultats donnés ici ne constituent pas une solution a la
singularité de Goldstein car, dans la théorie du triple pont, la perturbation
qui provoque le décollement tend vers zéro quand le nombre de Reynolds tend
vers I'infini.

Remarque 4. Le choix des fonctions d’ordre est évidemment crucial pour la cohé-
rence des résultats et le succés du modéle. Les contraintes pour les déterminer sont
données ci-dessous.

On note d’abord que la pression, au premier ordre, se raccorde directement entre
les différents ponts; les perturbations de pression sont du méme ordre partout.

Le pont principal est le prolongement de la couche limite incidente, ce qui fixe
son épaisseur.
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Dans le pont supérieur, les dimensions du domaine perturbé sont les mémes dans
les deux directions.

Les deux termes de ’équation de continuité sont toujours du méme ordre de
grandeur dans les différents ponts de sorte que cette équation n’a jamais une forme
triviale.

Dans le pont inférieur, les termes visqueux sont du méme ordre que les termes
d’inertie et de pression dans ’équation de quantité de mouvement longitudinale ; la
condition de non-glissement peut ainsi étre appliquée & la paroi.

La contrainte de frottement pariétal est donnée par la pente a la paroi du profil
de vitesse dans le pont inférieur. Le choix des fonctions d’ordre est tel que la per-
turbation de la contrainte pariétale a le méme ordre de grandeur que la contrainte
pariétale de la couche limite incidente. Ainsi, la contrainte pariétale résultante peut
étre négative et la solution peut décrire une couche limite décollée.

Les composantes de vitesse normale & la paroi sont du méme ordre de grandeur
dans le pont supérieur et dans le pont principal. Cette condition primordiale évite
la hiérarchie entre les différents ponts.

Remarque 5. 1l doit étre noté que, sans perturbation, la solution des équations du
modéle de triple pont posséde la solution triviale A = 0. Cependant, il existe une
solution propre telle que [85] :

p=—a(—X)"? 3—;:0 si X <0,
p=0, %:—aXl/2siX>0,

oll v est une constante arbitraire. Daprés SYCHEV [85, 88|, un choix convenable de
a rend la solution compatible avec les conditions aval et la singularité en X = 0 est
effacée. Ce modéle est mis en ceuvre en liaison avec le modéle de ligne de courant libre
(free streamline) de Kirchhoff pour traiter le décollement sur une surface réguliére
(sans aréte), par exemple sur un cylindre circulaire [89].

Remarque 6. En supersonique, la structure en triple pont est trés voisine de celle
obtenue en incompressible mais la loi d’interaction (7.29) devient la loi d’Ackeret,
soit avec l'introduction d’échelles convenables :

_aa
P="ax
La forme linéarisée du triple pont d’aprés LIGHTHILL admet une solution propre [52] :

p=aiexpkX +---,

ce qui fournit la clé du probléme d’interaction libre avec propagation de perturba-
tions vers 'amont. Ces solutions peuvent étre interprétées comme la génération de
perturbations «spontanées ».

7.2 Analyse d’une méthode intégrale

7.2.1 Méthode intégrale

On considére un écoulement de couche limite laminaire, bidimensionnel,
incompressible et stationnaire.
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Les équations de couche limite (7.8a—7.8c) ont été données plus haut et la
pression est reliée a la vitesse extérieure par (7.12).

Une méthode intégrale [18] repose sur des formes intégrées des équations
locales, I'intégration étant effectuée par rapport a y sur toute la couche limite.
Les équations intégrales représentent donc des bilans globaux dans I’épaisseur
de la couche limite. Le choix des équations intégrales est quasiment illimité :
on peut prendre par exemple la forme intégrée des équations de continuité
et de quantité de mouvement, on peut prendre aussi la forme intégrée de
I’équation d’énergie cinétique ou de toute autre équation de moment. Ici, on
choisit la forme intégrée des équations d’énergie cinétique et de quantité de
mouvement [18] :

d53 63 due o

a + 3;@ da: = ZCD, (731&)
0  H+2du, Cy
—_ = —, 31
dx +6 U, dx 2 (7.31D)

Dans ces équations, u. est la vitesse & la frontiére de la couche limite; d1,
03 et O représentent respectivement l'épaisseur de déplacement, 1’épaisseur
d’énergie cinétique et ’épaisseur de quantité de mouvement ; H est le facteur
de forme. On a :

e’} oo 2
0 Ue 0 Ue Ug
0 Ue Ue 9

Le coeflicient de dissipation Cp et le coeflicient de frottement C sont définis

par :
1 [ [(ou\’ Cy T
Cp = — U gy, YL e
P oud g “(33,/) YT

ol 7, est la contrainte de frottement pariétal :

(0
Tp = Nay y:O.

Le coefficient de dissipation représente, avec les hypothéses de couche limite,
. . . . . ou\ Ou

I'intégrale du travail de déformation de la tension visqueuse <M8> 90 res-
Y Y

ponsable de la transformation de I’énergie cinétique en chaleur.
Le mode de résolution standard des équations de couche limite, ou mode
direct, consiste & supposer que la distribution de vitesse extérieure u. est
connue. Un calcul d’écoulement non visqueux fournit cette distribution. Les
équations intégrales (7.31a) et (7.31b) contiennent alors 5 fonctions inconnues :
01(z), d3(x), 6(z), Cp(x) et Cy(x). La fonction H(x) n’est pas une inconnue
supplémentaire puisque, par définition, on a H = 01 /6. Le systéme d’équations
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étant ouvert, il est nécessaire de compléter les équations intégrales par des
relations de fermeture. Elles ont la forme :

2
%’R" = Fy(H), (7.32a)
32
TRy = Bo(H), (7.320)
H32 = I’?},(I{)7 (732C)

ou Ry est le nombre de Reynolds formé avec ’épaisseur de quantité de mou-
vement :

o0
Ry = &,
1
et Hgo est :
03
Hap = 2.
327

Les fonctions Fy(H), F»(H) et F3(H) ont été obtenues d’aprés les solu-
tions d’auto-similitude de FALKNER-SKAN [18]; elles sont données Figs. 7.3,
7.4 et 7.5.

Ainsi, les équations intégrales de couche limite (7.31a) et (7.31b) jointes
aux relations de fermeture (7.32a), (7.32b) et (7.32c) constituent la méthode
intégrale de calcul de couche limite.

Pour les analyses développées ci-dessous, il est plus commode de réécrire
les équations en tenant compte de la définition de Hzs. On a :

455 a0 d (&
B o, L (B),

dx dx 0
do dé;
! /
= (H32*HH32)£+H32 1z
0,30 -
20p R,
H 0,25 |-
0,20 |-
0,15 |-
010 L L L L L L L L J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 7.3. Fonction de dissipation
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c,  04f
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0,3 F
0,2
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H
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-0,1 %

Fig. 7.4. Coefficient de frottement
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avec :

[ —
32 dH
Le systéme des équations intégrales devient alors :
do d51 53 du,
Hip — HHY))— + Hjy— ——==2
(Hs2 32)dx + a2 dz +3ue dz b,
de H+2du. Cf
—+0 = —.
dx + u. dx 2

Trois problémes sont posés dans la suite :

(7.33a)

(7.33b)

Probléme 1. La vitesse extérieure u. est supposée connue. Le probléme de
couche limite est posé sous sa forme standard. On dit qu’il s’agit du mode
direct. On examine si le calcul de couche limite est toujours possible.
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Probléme 2. La distribution de I’épaisseur de déplacement &; est suppo-
sée connue et la distribution de la vitesse extérieure devient une fonction
inconnue. Il s’agit du mode inverse. On examine si la résolution des équa-
tions de couche limite est toujours possible.

Probléme 3. On suppose que I’écoulement se produit dans un diffuseur de
géométrie connue et que la distribution de vitesse extérieure est uniforme
dans une section. Les équations visqueuses et non visqueuses étant forte-
ment couplées, on examine si la résolution est toujours possible.

7.2.2 Mode direct

On suppose que la distribution de vitesse extérieure u.(z) est connue. Compte
tenu des relations de fermeture (7.32a-7.32¢), les inconnues principales du
systéme (7.33a), (7.33b) sont d; et 6. Le probléme est donc de calculer leurs
dérivées a partir du systéme :

do ddy 03 due

J— ! —_— ! — - b .
(HSQ HHSQ) dz + H32 dz 2CD 3ue dz s (7 343.)
0 C; | H+2du,
— =——9 . .34b
dx 2 ue dx (7.:34b)

do

. d .
Les inconnues sont donc d—l et e Le déterminant du systéme est :
x x

Ay = —Hl,.

On suppose que le facteur de forme H est supérieur a 2,21; cette valeur
correspond au point d’arrét en écoulement bidimensionnel. Dans ce domaine,
le déterminant A; s’annule pour H = 4,029 (Fig.7.5), ce qui correspond au
décollement de la couche limite; le coefficient de frottement s’annule pour
cette valeur de H (Fig.7.4).

Au point de décollement, la résolution est soit impossible, soit indétermi-
née. Elle est indéterminée si la relation de compatibilité est satisfaite :

53due Cf H+2due
20y — 38 M _ g, (S g 20t
Cp 3ue dz 32(2 Ue dx)’

ce qui suppose que la distribution de vitesse extérieure suit une loi particuliére
qui, en général, n’est pas vérifiée.
Ainsi, la résolution des équations de couche limite devient généralement

dé
impossible au point de décollement. Il s’ensuit que la dérivée d—l devient
x
dé
infinie car on peut calculer 1 d’aprés (7.34b) et, en reportant dans (7.34a),
x

: : ddy
on aboutit & une valeur finie non nulle de Hj,——. Comme H}, s’annule au

point de décollement, on en déduit que la valeur de la dérivée de §; devient
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infinie. De plus, le calcul de la couche limite en aval du point de décollement
Hso

est impossible car la dérivée est non nulle au point de décollement si

la relation de compatibilité n’estxpas vérifiée ; alors, la valeur de Hso devient
inférieure a sa valeur minimum donnée par la relation F3(H).

La singularité de décollement et l'impossibilité de calculer la couche
limite en aval du point de décollement lorsque la vitesse extérieure (ou la
pression) est imposée sont & rapprocher des résultats de GOLDSTEIN [36]
(cf. problémes 7.4 et 7.7).

7.2.3 Mode inverse

On suppose maintenant que la distribution de I’épaisseur de déplacement
est connue, la distribution de la vitesse extérieure devient alors une fonc-
tion inconnue qu’il s’agit de calculer grace aux équations de couche limite.
En pratique, ce probléme n’a de sens que si I’on suppose que les équations
de couche limite sont associées aux équations de 1’écoulement non visqueux
et qu’'un algorithme est imaginé pour résoudre ’ensemble des deux systémes
d’équations. Cette question sera évoquée dans la Sect. 7.3.

Suivant ce mode, en mettant les inconnues principales dans le membre de
gauche, les équations de couche limite s’écrivent :

do 85 du, dé;
Hszs — HHSy)— —= =2Cp — Hjy— .
(Hsz 32)dx+3ue 1z Cp 327, (7.35a)
de H+2due Cf
a o ue dr 2 (7.35)
: e, do Ue ; : .
Il s’agit de calculer les dérivées — et T Le déterminant du systéme est :
x x
H+2 0 0
Ay =0 (Hap ~ HHjp) — 32 = = ((Hsz — HHp)(H +2) — 3Hz)
€ € €

Pour H > 2,21, on montre que As # 0. En mode inverse, on est donc toujours
assuré que la résolution des équations de couche limite ne présente pas de
singularité si, bien stir, la distribution de §; est suffisamment réguliére. Méme
au décollement, il n’y a pas de difficulté pour résoudre les équations de couche
limite.

Ce résultat est a rapprocher de I’étude de CATHERALL et MANGLER [10]
qui ont montré numériquement que la solution des équations locales de couche
limite en mode inverse est parfaitement réguliére & la traversée d’un point de
décollement.

Une conclusion importante est d’ores et déja que la singularité de décol-
lement ne peut pas étre imputée entiérement & 1’'utilisation des équations de
couche limite ; leur mode de résolution entre en jeu (cf. probléme 7.3).



7.2 Analyse d’'une méthode intégrale 155

Fig. 7.6. Ecoulement dans un diffuseur

7.2.4 Mode simultané

On considére 1’écoulement dans un diffuseur plan symétrique de géométrie
donnée; la fonction h(x) est donc connue (Fig. 7.6). Pour simplifier ’analyse,
on suppose que la vitesse u. de I’écoulement dans la zone non visqueuse est
constante dans une section et que cette section évolue lentement. En utilisant
la définition de I’épaisseur de déplacement 47, la conservation du débit masse
dans le diffuseur donne :

ue(h — 1) = Cte,

soit, en dérivant :

dh ddy
Uea — Uea + (h — 51)

due

=0.
dx

La forme du diffuseur étant supposée donnée, les inconnues principales
du probléme sont 1’épaisseur de déplacement d; (), Pépaisseur de quantité de
mouvement 6(z) et la vitesse ue(x).

Les équations sont :

de d51 53 due
Hiy — HHY))— + Hjy— — =9 .
(H3z 32)dx T M +3Ue dr Cp, (7.36a)
dé H+2du. Cy
dx +0 u, dr 2’ (7.36D)
ddy due dh
—Ue——+ (h —01) = = —Uc—. .
teg T D Ue (7.36¢)

Les inconnues étant les dérivées de 6, 6, et u., le déterminant est :

Az = (Hgg — HH§2)(H + 2)9 — [H§2(h — (51) + 3H320] .
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Fig. 7.7. Fonction f(H) = (Hso — HHzo)(H +2) + HHzp — 3Hs:

Hy,
Ce déterminant s’annule lorsque :
h Hss — HHY,)(H +2) + HHY, — 3H:
ng(H) avec f(H):( 32 32)( ;' )+ HHz, -3 52
32

La fonction f(H) posséde un minimum local f = 183,5 pour H = 6,67
(Fig.7.7). Cela signifie que la résolution de (7.36a), (7.36b) et (7.36¢) est pos-

sible lorsque — < 183, 5 (en supposant que 6 reste positif). Dans ce domaine,
la résolution simultanée des équations visqueuses et non visqueuses ne fait
donc pas apparaitre de difficulté. Lorsque la section du diffuseur est trop

h
grande par rapport a I’épaisseur de couche limite < > 183, 5) , il est probable

0

que ’hypothése d’écoulement non visqueux monodimensionnel, uniforme par
tranches, est insuffisante pour traduire l'interaction avec la couche limite. Il
faudrait considérer un écoulement non visqueux bidimensionnel.

On remarque que le déterminant A; est un mineur du déterminant As
qui apparait quand on résout séparément les équations visqueuses et non
visqueuses comme dans le mode direct. Cette analyse établit donc que la
singularité de décollement est associée & la technique de résolution mise en
ceuvre pour calculer I’ensemble de ’écoulement. Toutefois, si la zone décollée
est trés importante, les hypothéses de couche limite classique doivent étre
revues car certaines d’entre elles sont restrictives, par exemple ’hypothése
d’une pression statique constante suivant une normale & la paroi.

On doit noter que toutes les conclusions établies plus haut supposent que le
nombre de Reynolds est fini. Lorqu’il tend vers 'infini, le couplage fort entre
la couche limite et ’écoulement non visqueux devient inefficace pour lever
la singularité de décollement car, pour une géométrie de diffuseur donnée,

h
I’épaisseur de quantité de mouvement 6 tend vers zéro et 2 devient infini.



7.3 Interaction visqueuse-non visqueuse 157

Ce résultat est a rapprocher de celui de STEWARTSON [83] qui établit que la
structure de triple pont n’est pas capable de lever la singularité de décollement
lorsque la couche limite est soumise a un gradient de pression indépendant du
nombre de Reynolds. Il n’y a pas de contradiction avec la théorie du triple
pont car, dans cette théorie, la dimension de 'obstacle et donc le gradient de
pression associé varient avec le nombre de Reynolds.

7.3 Interaction visqueuse-non visqueuse

En aérodynamique, un probléme typique est de calculer I’écoulement autour
d’un profil d’aile au moins quand 1’écoulement n’est pas décollé mais il est
souhaitable aussi de calculer I’écoulement décollé pour connaitre par exemple
la valeur de la portance maximum et 'incidence correspondante.

Quand le nombre de Reynolds est assez élevé, une solution approchée des
équations de Navier-Stokes est obtenue en résolvant I'interaction visqueuse-
non visqueuse. Il s’agit de résoudre le systéme formé par les équations non
visqueuses, les équations de la couche limite et la loi d’interaction qui les
relie. Historiquement, ces méthodes ont été proposées de fagon purement
intuitive. Aujourd’hui, elles sont justifiées au moins partiellement par diffé-
rentes théories : la théorie de couche limite, la théorie du triple pont. D’autres
analyses apportent des éléments supplémentaires [20, 73]; 'étude présentée
Sects. 7.2.2-7.2.4 avec la méthode intégrale donne aussi une justification.

Il faut bien noter une différence essentielle entre les théories asympto-
tiques et les méthodes d’interaction visqueuse-non visqueuse. Ces derniéres
sont destinées & résoudre des problémes a nombre de Reynolds fini, ce qui est
le probléme pratique, alors que les méthodes asymptotiques traitent le com-
portement limite des écoulements lorsque le nombre de Reynolds tend vers
l’infini. Les conclusions ne sont pas nécessairement toujours identiques.

Suivant la théorie classique de couche limite, le calcul d’interaction est
réalisé séquentiellement. L’écoulement non visqueux est d’abord calculé autour
de l'obstacle réel en appliquant la condition de vitesse normale nulle a la
paroi. La couche limite est ensuite calculée a partir de la vitesse longitudinale
a la paroi déterminée par ’écoulement non visqueux. Enfin, I’écoulement non
visqueux est corrigé en tenant compte de Ueffet de déplacement. Ce processus
de calcul est qualifié de direct-direct : direct pour ’écoulement non visqueux
et direct pour la couche limite (Fig.7.8).

En présence de décollement, la procédure n’est plus valable car la solu-
tion des équations de couche limite est singuliére et il n’est pas possible de
calculer la couche limite en aval du point de décollement. Pour résoudre ce
probléme, on peut faire appel aux méthodes inverses (Fig. 7.9). Ces méthodes
peuvent étre associées a des méthodes inverses pour calculer I’écoulement
non visqueux : la donnée est la pression calculée par les équations de couche
limite ; le résultat est la forme de ’obstacle qui correspond a cette distribution
de pression (en fait la forme réelle modifiée par leffet de déplacement). En
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Eclt non visqueux

mode direct

Couche limite

mode direct

Fig. 7.8. Interaction visqueuse-non visqueuse. Mode direct

Eclt non visqueux

mode inverse

Couche limite

mode inverse

Fig. 7.9. Interaction visqueuse-non visqueuse. Mode inverse

pratique, ce type de méthode, appelé inverse-inverse, est délicat & mettre en
ceuvre et d’autres procédures ont été développées [89].

Les méthodes semi-inverses sont un exemple efficace [7, 8, 47, 48, 50].
Elles consistent a résoudre les équations de couche limite en mode inverse et
les équations de I’écoulement non visqueux en mode direct (Fig.7.10). Pour
une distribution donnée de ’épaisseur de déplacement, les équations de couche
limite fournissent une distribution de vitesse u. cr(z). Pour la méme distribu-
tion de ’épaisseur de déplacement, les équations de I’écoulement non visqueux
fournissent une distribution de vitesse a la paroi u. nv(z). En général, pour
une distribution quelconque de ’épaisseur de déplacement, les deux distribu-
tions de vitesse ne sont pas égales. Des procédures itératives ont été mises
au point pour avoir 4. cr(x) = u. ny(x). Par exemple, CARTER |7, 8] a pro-
posé de déterminer la nouvelle estimation de I'épaisseur de déplacement a
I’itération n + 1 par :

¥ e) = 07) 14+ (LT 1)

Ue NV(m)

ol w est un facteur de relaxation.

Une autre approche a été développée par VELDMAN [95]. En accord avec
la théorie du triple pont, ’écoulement non visqueux et la couche limite sont
fortement couplés et il n’y a pas de hiérarchie entre les systémes d’équations.
Dans une méthode simultanée, la vitesse extérieure u.(x) et P'épaisseur de
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Eclt non visqueux

5 —=)
mode direct

Ue NV

— u
Couche limite e CL

52%

mode inverse

Fig. 7.10. Interaction visqueuse-non visqueuse. Mode semi-inverse

déplacement 07(x) sont calculées en méme temps & partir de I’ensemble des
équations visqueuses et non visqueuses.

Considérons par exemple ’écoulement sur une plaque plane perturbée par
une petite déformation locale de la paroi. La vitesse extérieure u,. est donnée
par :

e () = u® 4 Sue(x),

ott u° est la vitesse induite par la forme de la paroi réelle calculée d’aprés
les équations d’Euler linéarisées et du.(x) est la perturbation due a la couche
limite. Celle-ci est donnée par l'intégrale de Hilbert :

5ue:l¢ Us d¢.
T Tq $_§

Dans cette équation, v est la vitesse de soufflage :

0s(6) = % [ (616, (6)],

dg
qui simule Veffet de la couche limite dans la région (z,,x;). L’intégrale de
Hilbert et les équations de couche limite sont résolues simutanément a l’aide
d’une méthode itérative [95]. Une application est proposée Sect.9.1.
Cette méthode a été étendue au calcul de ’écoulement autour d’ailes avec
effets de compressibilité [11].

7.4 Conclusion

A grand nombre de Reynolds, I’étude de 1’écoulement autour d’un corps pro-
filé met & profit la structure composée d’une zone non visqueuse et d’une zone
de couche limite. La théorie classique de couche limite et la théorie du triple
pont ont participé largement & la compréhension des interactions entre les
deux zones. D’un point de vue pratique, les méthodes de couplage visqueux-
non visqueux sont des outils particuliérement efficaces. Différentes techniques



160 7 Ecoulements & grand nombre de Reynolds

numériques, inspirées en partie des résultats théoriques révélés par 'appli-
cation de la méthode des développements asymptotiques raccordés, ont été
proposées pour répondre aux besoins de calculer des écoulements en forte
interaction. Au Chap. 8, la méthode des approximations successives complé-
mentaires est mise en ceuvre; a 'aide de développements généralisés, il sera
montré que la théorie de couche limite interactive est pleinement justifiée.

Problémes

7.1. On considére les équations de Navier-stokes décrivant 1’écoulement sta-
tionnaire d’un fluide newtonien incompressible autour d’une plaque plane
semi-infinie déformée par une indentation d’équation y = ¢F' (z) pour = > 0.
L’écoulement & l'infini amont de vitesse V, estluniforme et paralléle a la
plaque. Le bord d’attaque est en z =0 et e = R, 2
R, est le nombre de Reynolds :

est un petit parametre ou

ou L est la longueur de développement caractéristique de la couche limite.
Ci-dessous, toutes les variables sont sans dimension.
Le développement extérieur est noté, pour la fonction de courant ) :

¢($ay7€) = 1o (x’y)+51 (5>w1 (x,y)—&—

Le développement intérieur s’écrit :

¢($ay55) :A0(€)¢0(I7y)+”'7

avec : y
Y ==,

€

Trouver vy, Ag, 01 et écrire ’équation pour ¢q.

On cherche la solution pour ¢ sous la forme ¢g = v2xf(n) avec
n=Y/V2zx et Y =Y — F(x). Ecrire 'équation pour f(n).
On note que :

f(n)=n-00+TEP quand 7 — oo,

et :
1
7 1) = 3a0? +0 () auand 50,
En déduire ’équation de la ligne de courant ¥» = 0 au second ordre. On

s’appuiera sur le raccordement entre les développements extérieur et intérieur
pour écrire cette équation.
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Fig. 7.11. Ecoulement autour d’un cylindre circulaire

7.2. Probléme de Hiemenz. On étudie la couche limite au voisinage du point

d’arrét d’un cylindre circulaire attaqué & l'infini amont par un écoulement
uniforme [33].

Le petit paramétre € du probléme est défini par :

1 Vea
e2=—, Re= ,
Re v
ou a est le rayon du cercle et V, est la vitesse de ’écoulement & I'infini amont.
On utilise les grandeurs sans dimension suivantes :

x* y* up uy p*
a ) a ) VOO ) T Voo b Qvozo

Sous forme adimensionnée, en coordonnées polaires, les équations de
Navier-Stokes sont :

Oug 0 B

a6 o) =0
ug Oug Oug  ugu,  190p = 0 [Ou, Oug
7‘30+UW+ ro 7‘89—’_7"67“{80 ue}

"or
g2 0 1 8u9 ”

i r 00 [2 (7“ 00 7‘)}

‘i 1 ou, aua U

r \r 50 or

ug Ou, Ou, “ﬁ Op €20 [ auT}

r

ro0 "o T T o T rar T or
€2 0 [18% Oug ue}

90 |r 00 or  r

8 181@
2 Laa* }

On applique la MDAR.
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Vérifier que la premiére approximation, solution des équations réduites, est :

1
sin 6 (1+ 2) ,
r
1
cosf (—1-1— 2) )
r

1
p1 :poo+§ [1*(U31+U72~1)]-

Uug1

U1

Donner l’évolution de ug1, u,1, p1 au voisinage du point d’arrét (6 = 0,
r =1). En déduire la forme du développement intérieur :

ug = eUp1 (O, R) + -+,
ur = elUm(O,R) + -+,
p:-PO+E2P1(9aR)+"'7

avec : 0 )
r—
©=-, R= :
€ €
Ecrire les équations pour Uyy, U1, P;. Donner les conditions aux limites et
les conditions de raccordement.

On cherche la solution sous la forme :
Upp = O¢'(R), Un =—p(R), P =-2(60°+d(R)).

Ecrire les équations pour ¢ et &.

Calculer la différence de pression d’arrét entre la paroi (R = 0) et la
frontiére extérieure de la couche limite (R — o).
7.3. L’évolution d’une couche limite laminaire est décrite par la méthode inté-
grale proposée Sect.7.2.1. On suppose que le facteur de forme H de la couche
limite est une fonction connue de = : H = H(x). Mettre les équations sous la

d U
forme d’un systéme pour — et —-. Est-ce que le calcul de ces dérivées est

dx dx

toujours possible ?

7.4. Singularité de Goldstein. Goldstein [35] a étudié la structure de la solu-
tion des équations de couche limite en aval d’un point xg ou le profil de vitesses
est connu.

Toutes les grandeurs sont adimensionnées. Les grandeurs de référence sont
4, ug, o0, v. Le nombre de Reynolds est R = ugf/v. Les grandeurs z, y, u, v
et p sont sans dimension, avec pour grandeur de référence respectivement /,

C/R'?, ug, ug/RY?, gu(l)/Q.
1. Montrer que les équations de couche limlite s’écrivent :
Oou  Ov
— 4+ — =0,
ox + dy
ou v dp 0%u
U F V77— =—7+ .
ox Oy dz = 0y?
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2. On suppose que le profil de vitesses au point zg est donné sous la forme :
u= a1y +ay’ +azy’ + -,

ou aj, as, ...sont des fonctions de x. Le profil satisfait la condition © = 0 en
y=0.
On suppose aussi que le gradient de pression se met sous la forme :
dp

“dr = Do +p1(z—x0)+p2(x—x0)2+-~,

ol p1, P2, ...sont des constantes.
D’aprés les équations de couche limite, montrer que 'on doit avoir les
relations suivantes :

da 2 da
2a5 +po =0, as=0, aj— —24as =0, =a;—2> —20as = 0.
dz 3 dx
3. En prenant la dérivée des équations de couche limite par rapport a £ mon-

trer que :

d d
2&4_171:07 ﬁ

=0.
dx dx

4. Montrer que :
2@2 +p0 :0, as :0, 5!a5+2a1p1 =0.

Les coefficients a1, ay, . ..sont libres. Noter que le gradient de pression et donc
les coefficients p; sont imposés.

Les conditions ci-dessus sont appelées des conditions de compatibilité. Si
elles ne sont pas satisfaites, des singularités apparaissent lorsque l'on veut
résoudre les équations de couche limite en aval du point zy. Un cas particulier
se produit si a; = 0, ce qui correspond au décollement de la couche limite.
Montrer que les conditions de compatibilité sont alors :

2@2 +pO:Oa 0,3:0, a4:07 G,5=O,

6 ' ag = 2]70]717 a7 = O
Les coefficients ag, a2, aig, asg, ...sont libres.
En général, toutes les conditions de compatibilité ne sont pas satisfaites.

Goldstein suppose que la condition 2as + pg = 0 est satisfaite mais que les
autres conditions ne le sont pas. Montrer que :

a1 = \/48a4(x — x0),

. . day . . . . . .
et en déduire que la dérivée — est infinie au point x = zq. Si la solution existe

en amont du point zq, le coef%icient a4 doit étre négatif. Alors, la solution est
impossible en aval du point zg. Ce comportement est connu sous le nom de
singularité de Goldstein. Goldstein a confirmé cette conclusion en étudiant en
détail la structure de la solution au voisinage du point de décollement.
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7.5. Sillage de Goldstein. Goldstein [35] a étudié la structure de la solution
des équations de couche limite, & pression imposée, quand on prescrit le profil
de vitesses en un point z = zg.

On utilise des grandeurs sans dimension :

U* U* il'* y* p*
U= —, U:7R1/23 = —, y:7R1/27 p= 29
U Uo Y4 Y4 oug
et le nombre de Reynolds est :
R= !
b

Dans ces expressions, ug est une vitesse de référence et £ est une longueur de
référence.
Sous forme adimensionnée, les équations de couche limite sont :
ou Ov 0
g oy
Ju ou  dp %u

o tUg = o
Y or Uay dz ' 9y?
Au point d’abscisse xg, le profil de vitesses est donné par :
u(zo,y) = ao + a1y + asy® + azy® + - -.

On étudie ici le cas ag = 0, a1 # 0 et 'on envisage la formation du sillage
symétrique en aval d’une plaque plane. La singularité est due au changement
de conditions limites en y = 0 car, en aval du point z, on doit avoir :

Ju
=0: v=0, —=0.
Y By
Le gradient de pression est imposé :
dp
Tqe P + p1(x — wo) + p2(x — 20)> + -+ -.

On applique la MDAR. La structure proposée (Fig.7.12) comprend deux
couches : une couche extérieure dans laquelle les variables appropriées sont :

g = (l‘ - xo)l/n’ Y,

et une couche intérieure dans laquelle les variables appropriées sont :

Y

= — 1/n = -
é‘ (1‘ 1:0) ) n n(.’lj _ xo)l/”

La solution est étudiée au voisinage du point xg, en aval de celui-ci; le
petit paramétre du probléme est &.
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L

Couche extérieure

Couche intérieure

o

Fig. 7.12. Formation d’un sillage

Le cas n = 1, conduisant & une solution réguliére, est écarté. On suppose
n > 1.
Le développement extérieur est recherché sous la forme :

u = Fy(y) +EFY(y) + EF3(y) + -
En £ =0, on doit avoir u = u(xg,y), donc :
Fy=ao+ a1y + agy® +---.

Exprimer v d’aprés I’équation de continuité.
D’aprés I’équation de quantité de mouvement, donner I’équation pour Fj.
Montrer que la solution est de la forme :

Fy = kF}.

L’impossibilité de réaliser toutes les conditions aux limites, par suite de I’ab-
sence du terme di a la viscosité, impose I'introduction de la couche intérieure.
La solution est recherchée sous la forme :

u= fo(n)+&f1(n) +Efo(n) +---.

Exprimer v d’aprés ’équation de continuité.

D’aprés I’équation de quantité de mouvement, donner la valeur de n. Don-
ner les équations pour f} et f]. Préciser les conditions aux limites. Ecrire le
raccordement sur la vitesse u entre la couche extérieure et la couche intérieure.
Montrer que fy = 0 et F; = 0; on utilisera le résultat suivant :

fi = an®+TEP.

n—00

Remarque 7. Dans un voisinage trés petit du bord de fuite, il est nécessaire de
raffiner la solution de Goldstein avec une structure en triple pont. La solution de
Goldstein est correcte en dehors de ce voisinage et sert de condition limite & la
structure plus proche du bord de fuite.
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7.6. Bord d’attaque d’une plaque plane. Goldstein [35] a étudié la structure
de la solution des équations de couche limite, a pression imposée, quand on
prescrit le profil de vitesses en un point x = zg.

On utilise des grandeurs sans dimension :

v* T* y* P
U= —), U:7R1/23 xr=—, y:7R1/2a p=
Uo U /

et le nombre de Reynolds est :

R =t
1%

Dans ces expressions, ug est une vitesse de référence et ¢ est une longueur de
référence.

Sous forme adimensionnée, les équations de couche limite sont :

@ + @ =0
or oy
e, dp o
Oz oy  dx  oy?’
Au point d’abscisse xg, le profil de vitesses est donné par :

u(wo,y) = ao + a1y + asy? +agy® + - -

On étudie ici le cas ag # 0. Cette situation représente par exemple la
formation de la couche limite au voisinage du bord d’attaque d’une plaque
plane. La singularité est due au changement de conditions limites en y = 0
car, en aval du point xg, on doit avoir :

Le gradient de pression est imposé :

d
—é =po +p1(x — 20) + pa(x — 20)% + - -

On applique la MDAR. La structure proposée (Fig.7.13) comprend deux
couches : une couche extérieure dans laquelle les variables appropriées sont :

5 = ({E - ‘rO)l/n7 Y,

et une couche intérieure dans laquelle les variables appropriées sont :

Y

— —_ 1/n = —
g (1’ xO) y N n(xfxo)l/n'
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m@,

Couche intérieure

Ty

Fig. 7.13. Formation d’une couche limite

La solution est étudiée au voisinage du point zg, en aval de celui-ci; le
petit paramétre du probléme est &.

Le cas n = 1, conduisant & une solution réguliére, est écarté. On suppose
n > 1.

Le développement extérieur est recherché sous la forme :
u = Fy(y) +EF(y) + EF3(y) + -
En £ =0, on doit avoir u = u(xg,y), donc :
Fy=ao+ a1y +agy* +---.

Exprimer v d’aprés ’équation de continuité.
D’apres I’équation de quantité de mouvement, donner I’équation pour Fj.
Montrer que la solution est de la forme :

Fy = kF}),.

L’impossibilité de réaliser toutes les conditions aux limites, par suite de I’ab-
sence du terme di a la viscosité, impose I'introduction de la couche intérieure.
La solution est recherchée sous la forme :

w= fo(n)+Ef1m) +Efn) + -

Exprimer v d’aprés I’équation de continuité.

D’aprés I’équation de quantité de mouvement, donner la valeur de n. Don-
ner les équations pour f) et fi. Préciser les conditions aux limites. On ne
cherchera pas a résoudre analytiquement les équations pour f} et fi. On sait
que pour 7 — 00, On a :

fo = A()’I]+B()+T]'__‘)P7

71— 00
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avec By = —0, 86Aé/2. Montrer que le comportement de f est :

fi = AP+ B+ Cre
T]A)OO
Exprimer A; et Bj.
Ecrire le raccordement sur la vitesse u entre la couche extérieure et la
couche intérieure jusqu’a l'ordre £. Exprimer Aj et k en fonction de ag.

Remarque 8. Dans un voisinage trés petit du bord d’attaque, il est nécessaire de
raffiner la solution de Goldstein en considérant les équations de Navier-Stokes.

7.7. Voisinage du décollement. Goldstein [36] a étudié la structure de la solu-
tion des équations de couche limite, & pression imposée, quand on prescrit le
profil de vitesses en un point z = x( ol la couche limite décolle. On étudie ici
la solution & ’amont du point de décollement.

Les variables sans dimension suivantes sont définies :

553 — X y* 1/2 * v* 1/2
x = , ==R'’* u , v=—R"'",
YT o o
p* Y 1/2
p=-"Lr, ¥=——R"
ouZy ugol

La vitesse u}, est la vitesse & la frontiére de la couche limite au point zj;
1 est la fonction de courant telle que :

T
oy’ oz’

La longueur de référence ¢ et le nombre de Reynolds sont définis par :

* *
Uep erg

éZ—T, R: v .
dz* / .
0

L’équation de quantité de mouvement de couche limite devient :

L, du_dp P
or oy dx  oy?’

Le gradient de pression est imposé :

dp 2
— T — 1 ... .
e I+ piz+pz=+---)

En x = 0, le profil de vitesses est donné :

u(0,y) = azy® +azy® +---.
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On applique la MDAR. Deux régions sont distinguées; dans la région
intérieure, les variables sont :

Y

_ 1/n _
§=2" =g

Dans la région extérieure, les variables sont :
_1/n
¢=a'", g

On suppose que les développements intérieurs et extérieurs sont respecti-
vement :

w=2(fo(n) + <A1 () +E () + ),
u = x4(y) + Exi(y) + EXa(y) + -

Le petit paramétre du probléme est £.
En admettant que x; en développable en série de Taylor au voisinage de
y = 0, montrer que :
!
lim J2 = Yror/2,
n—oo n” 2
On étudie le développement intérieur. La fonction de courant admet le
développement :

W=22Efo+ [+ Ef+Ef+Efi+ 1),

Avec ag = 0 et a3 = 0, les conditions précédentes impliquent que fo = 0 et
f1 = 0. Montrer que ’équilibre des termes visqueux et des termes de convec-
tion conduit & prendre n = 4. Donner les équations pour fo, f3 et f;. Préciser
les conditions aux limites en y = 0. Vérifier que les solutions pour fa, f3 et fy
sont :

3
f2 = %,
f3:0417727

2
_ 2 X 5
fi=aan 57

ol a1 et ag sont des constantes encore indéterminées.
Montrer que l'on doit avoir ay = % et ag =0.
Montrer que ay est donné par :

af
ay=——.
6

On étudie maintenant le développement extérieur. La fonction de courant
admet le développement :

V=xo+E&x+Ex+ENs+ .
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Montrer que :

X1 = 07

X2 = 23/2041)(/0,

X3 = 22 qaxp),
avec :

2

Y
X6:§+a4y4+"'-

0
D’aprés le développement intérieur, calculer (u) . D’aprés le déve-
Y/ y=0

L. ou
loppement extérieur, montrer que v — co et — — oo quand £ — 0.

ox

Remarque 9. 1’étude de la solution en aval du point zj montre que a4 est de la forme

B

si as = 0. Pour une distribution donnée de la vitesse extérieure, cette condition n’est
pas réalisée en général. Elle ne peut I’étre que pour une distribution particuliére de
la vitesse extérieure. Catherall et Mangler [10] ont proposé la mise en ceuvre d’une
méthode inverse pour parvenir a une solution réguliére.

a4 . Cette solution n’est compatible avec la solution & ’amont du point x5 que



8

Couche limite interactive

La méthode des développements asymptotiques raccordés (MDAR) a été lar-
gement utilisée en mécanique des fluides et a contribué a des progrés specta-
culaires dans la description des écoulements [93]. Leur étude a grand nombre
de Reynolds en présence d’obstacles profilés en est I'un des exemples les plus
fameux.

Née de la réflexion de PRANDTL, la théorie de la couche limite a ensuite
bénéficié de 'apport des méthodes asymptotiques. Ainsi, VAN DYKE [91] a
proposé une amélioration avec la couche limite au second ordre qui permet de
prendre en compte divers effets tels que l'influence d’une courbure longitudi-
nale ou transversale de la paroi, d'un écoulement extérieur rotationnel, d’un
gradient d’enthalpie d’arrét. Un peu plus tard, la compréhension des interac-
tions entre 1’écoulement non visqueux et la couche limite a considérablement
évolué avec la théorie du triple pont dont la cohérence repose pleinement sur
l'utilisation de la MDAR [63, 68, 87].

L’analyse de l'interaction visqueuse-non visqueuse & grand nombre de
Reynolds est ici abordée par l'application de la méthode des approxima-
tions successives complémentaires (MASC). Comme pour les équations dif-
férentielles ordinaires, le principe de la MASC repose sur la recherche d’une
AUV, approximation uniformément valable dans tout le champ de 1’écoule-
ment. En outre, I'introduction de développements généralisés s’est révélée trés
fructueuse. La premiére étape est 'approximation d’écoulement non visqueux
qui s’applique loin des parois. Bien stir, cette approximation doit étre amé-
liorée prés de la paroi en ajoutant une correction qui tient compte des effets
de la viscosité. Grace aux développements généralisés, un couplage fort est
réalisé entre les zones visqueuses et non visqueuses; il n’est plus hiérarchisé
comme avec la MDAR et il s’agit 14 d’une différence majeure. Cette notion
est appelée «couche limite interactive» (CLI); elle signifie que l'effet de la
couche limite sur I’écoulement non visqueux et 'effet réciproque sont considé-
rés simultanément. La construction de ’AUV ne fait pas non plus appel & un
principe de raccordement ; seules les conditions aux limites du probléme sont
appliquées.
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Le principe d’une interaction forte entre ’écoulement non visqueux et la
couche limite est connu depuis longtemps et a été mis en ceuvre dans les
méthodes de couplage [7, 11, 47, 95, 97]. Cependant, en commentant ces
méthodes, Sychev et al. [89] notent que : « No rational mathematical argu-
ments (based, say, on asymptotic analysis of the Navier-Stokes equations) have
been given to support the model approach ». L’objectif de ce chapitre est pré-
cisément d’apporter un fondement théorique aux méthodes de CLI grace a la
MASC.

8.1 Application de la MASC

On considére I'écoulement a grand nombre de Reynolds sur une paroi plane.
L’écoulement est laminaire, incompressible, bidimensionnel, stationnaire. Les
équations de Navier-Stokes rendues sans dimension s’écrivent (Ann. I) :

o oV
p + 3y 0, (8.1a)
ou .o oP L, (0 U
Use TV, e (aﬂ 8%)’ (8.1b)
)Y oP L, [(0%V 9V
—_— —_— = —— —_— —_— .1
Use TV ay+a<8%2+8y2>, (8.1c)
avec : 1
2 H
CTRT WL (8.2)

ou le nombre de Reynolds R est formé avec la vitesse V et la longueur L
de référence. Toutes les grandeurs sont rendues sans dimension a ’aide de ces
quantités de référence. La coordonnée le long de la paroi est x et la coordonnée
normale a la paroi est y; les composantes de la vitesse suivant x et y sont
respectivement U/ et V; la pression est P.

Pour les besoins de la MASC, les équations de quantité de mouvement
sont écrites en portant tous les termes dans le membre de gauche et, symbo-
liquement, (8.1b) et (8.1c) deviennent :

L.U =0,
L.V =0.

Il est entendu que, quelle que soit ’AUV choisie, I’équation de continuité est
identiquement vérifiée.

8.1.1 Approximation extérieure

Une approximation extérieure est d’abord recherchée avec un développement
généralisé qui commence par les termes :
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U= ul(x,y,s) T+

Vzvl(x7y’€)+“'a
P:p1($,y75)+"'-

En négligeant les termes d’ordre O(g?), les équations de Navier-Stokes se
réduisent aux équations d’Euler :

8u1 81;1 o
8u1 8’&1 o 3p1
(U5} ax U1 ay = 895 s (83b)
P B G (8.3¢)

Ox Uay_ Ay’

La solution de ces équations nécessite des conditions aux limites. A infini, la
condition la plus courante est celle d’un écoulement uniforme. Si ’écoulement
extérieur est rotationnel, les conditions doivent étre examinées au cas par cas.
Le long des parois, il faut également imposer des conditions mais, & ce point
de la discussion, il n’est pas possible de les préciser. On sait seulement que la
condition de non-glissement ne peut pas étre imposée et il est donc impératif
de raffiner approximation déja obtenue.

8.1.2 Recherche d’une approximation uniformément valable

L’application de la MASC consiste a ajouter une correction a 'approximation
extérieure (Fig.8.1) :

U=u(z,y,e)+U(z,Y,e)+ -, (8.4a)
V=wv(z,y,e) +eVi(z,Y,e) + -+, (8.4b)
P:pl(xaya‘e)+A(€)P1('r7}/a€)+"'a (84C)

ou A est une fonction de jauge encore inconnue et Y est la variable de couche
limite :
y =12 (8.5)
€

Le terme V7 dans le développement de V est justifié par I’équation de conti-
nuité : on impose qu’elle soit non triviale, c’est-a-dire que les termes de dérivée
par rapport aux variables longitudinale et transversale soient du méme ordre.
La forme du développement de la pression P est discutée plus loin.

Remarque 1. L’idée d’ajouter une correction a l’approximation extérieure rejoint
celles de couche limite corrective et de formulation déficitaire déja mentionnées p. 82.

Avec les développements (8.4a-8.4c) et tenant compte de (8.3a—8.3c), les
équations de Navier-Stokes deviennent :
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Uy vV eV

o0
gij U,dy
ox 0

Fig. 8.1. Composantes de la vitesse dans la couche limite

8U1 Oe V1

Wy oy, (8.6a)
Ul@% (u1 + Uy) +u1% +5V1(% (w1 +Uh) —H}laa%l
R P A Y.
U1% (v1 +eVi) + u1% + 5V18gy (1 +eVi) + 01827;/1
= _3§;1 + 628%22 (v1 +eVi) + 5286:2 (v1 +eVi). (8.6c)

Les simplifications de ces équations conduisent aux modéles de couche
limite interactive (CLI) au premier et au second ordre décrits plus loin [23].
Pour y parvenir, les dérivées par rapport a y doivent étre évaluées soigneuse-
ment. Par exemple, les termes de diffusion selon y s’écrivent :

0? 0%u 02U
2 2 1 1
I3 7ay2 (U1 + Ul) =& 8y2 78}/2 y
0? 0*v 0%V,
2 _ 2 1 1
€ 97 (vi +eVi) =¢ R ey

On a aussi le terme de dérivée de la pression :

9aP _ AP
oy e oY’
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Les équations (8.6a-8.6¢) deviennent ainsi :

M Ty (8.7a)
Ul%-f—cﬁ%'f' aaU + V188y +V1%L; +4 %g}

- _A% +e? aa;; +e? aaxU; +é? %2;1 + %2},[]217 (8.7b)
Ul% +5U1% +5u1% +5V1%U + Vlgvl +v1%

8.1.3 Jauge pour la pression

A la paroi, v; est égal & —eV;, de sorte que, dans la couche limite, v; peut
étre considéré formellement comme étant d’ordre € (Fig. 8.1). En négligeant les
termes O(g?), 'équation de quantité de mouvement suivant y (8.7c) devient :

Ovy oy oV oV oV AO0P; 0*Vy
U el eV =——— . (8.8
18+ 1oz +E1a+18+18Y €8Y+83Y2()
Cette équation montre que I'on doit prendre A = Og(c?). En effet, si
P,
I'on prenait A = 2, on aurait un résultat sans intérét a—yl = 0; si 'on

prenait A < £2, 'équation restante ne pourrait pas étre vérifiée car elle serait

formée de termes issus d’un systéme d’équations indépendant. Ainsi, on choisit
A=¢2

8.2 Couche limite interactive au premier ordre

8.2.1 Equations de couche limite généralisées

Dans I’équation de quantité de mouvement suivant z (8.7b), les termes O(e)
sont négligés. Ainsi, au premier ordre, les équations de couche limite généra-
lisées sont :

o, v,
8u1 8U1 8U 8U1 U1 8U1 - 82U1

Uige YOGy Ty " Vigy Y Tay ~ ave

(8.9b)
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P
L’équation de quantité de mouvement suivant y permet le calcul de gyl
81}1 8V1 8V 8V1 Ul 8V1 8P1 82V1
*Ul o TV tugy ey YTy T ey v 899

Ces équations sont réécrites sous une forme plus proche de la forme habi-
tuelle en posant :

u = uy + Un, (810&)
v =1+ eV, (8.10b)
19 0 oP:
p=p1+e’P ou P Tt (8.10c)

dy dy 19)4

Grace aux équations d’Euler pour uj, vy et p1, (8.9a) et (8.9b) deviennent :

ou Ov
—+ =0
Ox 0Oy (8.11)
u@%*v@fv%—u %Jrléﬁ(uful) ’ '
Ox Oy oy  tor R o2
et ’équation de quantité de mouvement suivant y (8.9¢) devient :
ov ov oy dp 1% v—v)
U S Dt el Y 8.12
“ox + v@y + (=) Oy Oy + R 0y? (8.12)

Les équations (8.11) sont couplées aux équations d’Euler. La solution com-
pléte fournit une AUV dans le domaine entier et pas seulement dans la couche
limite.

8.2.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont :

ala paroi: Uy +uy = 0,eV] +v1 =0,

a linfini : U; =0,V; =0, (8.13)

ou :
ala paroi: u=0,v =0,
y—o00:u—u — 0,v—v; —0.

(8.14)

Des conditions a 'infini sont aussi imposées pour les équations d’Euler.

La condition v — v; — 0 quand y — oo implique que les équations de
couche limite généralisées (8.11) et les équations d’Euler (8.3a-8.3c) doivent
étre résolues simultanément. Il n’est pas possible de résoudre les équations
d’Euler indépendamment des équations de couche limite car la condition de
vitesse normale nulle & la paroi ne s’applique pas aux équations d’Euler. Les
deux systemes d’équations interagissent : l'un des systémes agit sur Uautre et
réciproqguement.
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Dans la théorie du triple pont, le couplage entre les différents ponts pro-
vient également des conditions imposées & la vitesse normale & la paroi. En
particulier, I'identité des jauges pour cette composante de vitesse entre le pont
supérieur et le pont principal est essentiel pour faire disparaitre la hiérarchie
entre les ponts (Sect.7.1.2). Les deux théories se rapprochent donc sur cette
propriété.

L’idée de la CLI n’est pas nouvelle car différentes formes ont déja été
utilisées |7, 11, 47, 95, 97]. Les justifications reposent par exemple sur Panalyse
du mode inverse (Sect.7.2.3) ou sur la théorie du triple pont. Ici, la CLI est
totalement justifiée grace a l'utilisation de développements généralisés avec la
MASC.

8.2.3 Estimation des restes des équations

Les restes dans les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

6 2 8P1 82u1 82u1 82U1
Leu = €V187y — & |:_81E + 02 + ay2 + or2 |’
(%1 2 82’01 82111 82‘/1
oy [3m2+8y2 T |

Lg’U = €V1

Compte tenu du fait que les conditions aux limites sont exactement vérifiées,
si ces restes étaient nuls, on aurait la solution exacte. Evidemment, ils ne sont
pas nuls, mais uniformément petits, comme on pouvait le souhaiter.

8.3 Couche limite interactive au second ordre

8.3.1 Equations de couche limite généralisées

Pour construire un modéle au second ordre, les termes O(g?) sont négligés
dans (8.7b). Les équations de couche limite généralisées au second ordre sont :

oUy | Vi _
8”1 8U1 8U1 8 8U1 V1 8U1 - 82U1
U— o Uli@x 1o +eVi— a2y Jer Y + — ~ oy~ ov2’ (8.15b)

et, en négligeant les termes O(£2) dans ’équation de quantité de mouvement
suivant y (8.7c), on obtient :

81}1 6V1 8V1 (9’01 8V1 ’Ul (r“)‘/i
ar TV Ty, TG, TGy T ooy
oP; R

= _87 + 8Y2 . (815C)

*U1
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Remarque 2. Dans (8.15b), la pression P; n’apparait pas; a lordre considéré, le
terme correspondant est négligeable et tout se passe comme si, dans la couche limite,
la pression était partout égale & la pression p; solution des équations d’Euler. La
méme remarque s’applique au modéle CLI de premier ordre.

Si 'on pose :

U= u; + U17 (816&)
v =1+ eV, (8.16b)
op _ 9o 05

= Zp = — 8.16
p=ptehon oo=F g (8.16¢)
les équations de couche limite (8.15a, 8.15b) s’écrivent aussi :
Oou Ov
e
or " 9y (8.17)
o w9 1P (u—w) [’ '
oz oy ' ox Yoy TR 0y?
et ’équation de quantité de mouvement suivant y (8.15¢) devient :
10%(v—
v dv _ Jdp  10(v ’ul)' (8.18)

U%Jrvﬁiyii@y R Oy?

Les équations (8.17) sont couplées aux équations d’Euler : il n’est pas
possible de résoudre I'un des systémes indépendamment de 'autre. Comme
pour le modéle au premier ordre, la solution fournit une AUV dans le domaine
complet de ’écoulement.

Remarque 3. Les équations (8.17), proposées empiriquement par DEJARNETTE et
RADCLIFFE [25] (voir aussi [27]), sont ici complétement justifiées. Encore une fois,
insistons sur le fait que ce modéle résulte ici de I'utilisation de développements
généralisés.

8.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont les mémes que pour le modéle au premier
ordre :

(8.19)

alaparoi:u=0,v=0
y—oo tu—u —0v—vy—0]"

Des conditions & l'infini sont aussi imposées pour le champ décrit par les
équations d’Euler.

On remarque que les conditions v — u; — 0 et v — v; — 0 quand y — oo
permettent a I’équation de quantité de mouvement suivant x d’étre identique-
ment vérifiée au deld de la frontiére de couche limite.
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8.3.3 Estimation des restes des équations

Dans ce cas, les restes dans les équations de Navier-Stokes sont évidemment
plus petits que dans le modéle au premier ordre. On a :

oP,  0*uy  9*u; 09U
_ o 0~ 1 1 1
Leu=—¢ [ oz oz T Oy? * 8x2}7
0?vy 0% 0%V,
_ .2 1 1 1
Lev=—¢ [8952 B2 +68x2:|.

On peut noter que si ’écoulement extérieur est irrotationnel, on peut s’at-
tendre & une meilleure précision car :

oP,  0*U
_ 2| Y 1
Leu=—¢ [ oz © 6m2}7
0*Vy
_ .3
Lev=—¢ 2

Les termes figurant dans les restes sont des termes de couche limite.
Des commentaires relatifs a ce point seront donnés au Chap. 9 lors des ap-
plications du modéle de couche limite interactive de second ordre (Sect.9.2.4).

8.4 Effet de déplacement

Aussi bien dans le modéle CLI au premier ordre que dans le modéle au
deuxiéme dordre, l'interaction visqueuse-non visqueuse se traduit en grande
partie par la condition :
lim (v —wvy) =0. (8.20)
Yy—00
Interprétons cette condition & l’aide de la notion d’effet de déplacement.
D’apreés les équations de continuité, on a :

Y ou
= — 7d /’
v 0 8‘T Y
v 8U1
U1 = V1o — 37 dy/a
0 x

ol y' désigne la variable d’intégration par rapport a y et vy est la valeur de
v1 & la paroi. On en déduit :

v—v :/y Ou _ Ou dy’ — v
1 . o Oz Y 10-

La condition (8.20) devient :

V1o = % { /O (s — ) dy] . (8.21)
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L’interaction visqueuse-non visqueuse est donc représentée par la vitesse de
soufflage vy & la paroi, ce qui implique un effet de déplacement de I’écoulement
non visqueux par rapport & un écoulement imaginaire ou il n’y aurait pas de

o0

couche limite. Ce déplacement s’exprime par l'intégrale (u1 — u) dy.
0

8.5 Modéle réduit de couche limite interactive
pour un écoulement extérieur irrotationnel

On considére ’écoulement autour d’un obstacle profilé en atmosphére illi-
mitée alimenté a 'infini amont par un écoulement irrotationnel; souvent, en
aérodynamique, ’écoulement amont est méme uniforme. L’écoulement non
visqueux défini dans le modéle CLI est irrotationnel.

L’AUV associée au modéle CLI au premier ordre est donnée par (8.10a,
8.10b, 8.10c¢). Or, ’épaisseur de couche limite étant d’ordre £, on a y < 1 dans
la couche limite. Si uy, v1 et p; sont développables au voisinage de la paroi,
on peut écrire dans la couche limite :

u=1uog+U+:--,

V=010 — YUizo + VI + -,

3;0 aPl
afy:ply0+yplyy0+say +o

o ’équation de continuité (8.3a) a été utilisée et I'on a défini :

. _9m _On
1z ax ) Py ay ) Piyy 8y2 .

L’indice «0» indique une valeur a la paroi.
On pose alors :

U(l‘,Y, 6) = U1o0 + Ula
1
V(z,Y,e) =Vi+ g(vw — YU1z0),

oP orP; 1
a—Y(z,Y, €)= v g(p1yo + YP1yyo)s
et AUV devient :
u=U++ Uy — U0, (822&)
v =¢eV 4+ v —v10 + YU120, (822b)
@ _oP

ay 687}/ + D1y — P1yo — YP1yyo- (8.22¢)
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Les conditions aux limites (8.14) donnent :

alaparoi:U=0, V=0, (8.23a)
. . V10
= = —. .2
Ylgr(l)@U ulO,Yh_r)Iio(V—i—Yuuo) 5 (8.23b)

Les équations de couche limite généralisées (8.9a,8.9b) ou (8.11) sont vala-
bles partout mais elles peuvent étre simplifiées si ’on restreint leur validité a la
couche limite. En effet, dans cette zone, on a y < 1. Alors, les caractéristiques
de I’écoulement extérieur sont développées en séries de Taylor au voisinage de
y=0:

6’&1
U = uio + ¥ Fn +o
Y/ y=0

Ouy _ o (P
or 4 0zxdy y=0 '

Si ’écoulement non visqueux est irrotationnel, en négligeant les effets de
courbure de paroi et en observant que v; est O(e) dans la couche limite, on

U1 .
—— est aussi O(e)

dy

0
trouve que % est O(e) dans la couche limite. De plus,

dans la couche limite. Dans cette zone, on a donc :

U] = uig + 0(62),
Ouy
ox

U1 = V10 — Yu1z0 + O(e®),

821}1

En outre, dans la couche limite et d’aprés (8.22a-8.22¢), on a :

u= U+ 0(e?),
v=eV +0(?),
op  0OP

op _ _of 2
9y aay—i—O(s ).

U140 + 0(62),

En négligeant les termes d’ordre O(g?), les équations de couche limite
généralisées (8.11) restreintes a la zone de couche limite deviennent :

3£+8l_0
or Y 824
or gy  10Me0T Gy

A la notation prés uig, souvent remplacée par u., ces équations sont exac-
tement les équations de Prandtl (Sect. 7.1.1), mais comme il est indiqué plus
bas, les conditions aux limites ne sont pas les conditions usuelles.
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L’équation de quantité de mouvement suivant y (8.12) restreinte a la
couche limite devient :
ov ov._ oP 0%V

A la paroi, les conditions aux limites sont :

U(z,0,e) =0, (8.26a)

V(z,0,e) =0, (8.26h)

Yhm U= Uu10, (826C)

lim (V + Yuieo) = 2. (8.26d)
Y —oo 3

On note que la condition (8.26¢) est identique & celle utilisée dans la théorie
de Prandtl. En revanche, la condition (8.26d) apporte un élément nouveau.
En effet, elle assure 'interaction visqueuse-non visqueuse, ce qui écarte la
résolution hiérarchisée des deux zones d’écoulement. De ce fait, le traitement
d’écoulements avec décollement n’est pas exclu par ce modéle.

Ainsi, pour un écoulement extérieur irrotationnel, le modéle de couche
limite interactive au premier ordre se réduit aux équations de couche limite
classiques (8.24) couplées fortement aux équations d’Euler. Le couplage fort
est dil aux conditions aux limites (8.26¢), (8.26d).

Avec les mémes hypothéses, le modéle de couche limite interactive au
second ordre conduit au méme modéle réduit (8.24), (8.25) et aux mémes
conditions aux limites (8.26a-8.26d)).

Remarque 4. D’aprés 1’équation de continuité, on a :

You .,
= [ %q
v [ Gy

ot y' désigne la variable d’intégration par rapport a y. Alors, la condition (8.26d)

pour vio devient :
V1 = - (dulo — @> d
0= 0 dz oz) Y

Vg = M avec 01 = / (1 — L) dy. (8.27)
dz o u10

L’interaction visqueuse-non visqueuse se traduit donc par une vitesse de soufflage
v1o reliée a 1’épaisseur de déplacement ;1 par (8.27).

soit :

8.6 Conclusion

Différentes approximations des équations de Navier-Stokes pour ’étude d’écou-
lements & grand nombre de Reynolds autour d’obstacles profilés ont été obte-
nues par 'application de la méthode des approximations successives complé-
mentaires (MASC).
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Le déroulement des opérations est voisin de celui suivi pour une équation
différentielle ordinaire. En premiére approximation, 1’écoulement est décrit
par les équations d’Euler; bien siir, ce modéle n’est pas valable au voisinage
des parois. Grace a 'utilisation de développements généralisés, la recherche
d’une approximation uniformément valable (AUV) dans tout le domaine de
I'écoulement aboutit au modéle de couche limite interactive (CLI), au premier
ou au deuxiéme ordre.

Par rapport a la méthode des développements asymptotiques raccordés
(MDAR), 'approximation uniformément valable est différente car la MDAR
utilise des développements réguliers. Une des conséquences majeures est que
I’approximation d’écoulement non visqueux au premier ordre issue de la
MDAR admet, comme condition limite, une vitesse normale aux parois nulle.
Il en résulte un systéme d’équations hiérarchisé dont la solution s’obtient
séquentiellement : les équations d’écoulement non visqueux de premier ordre
sont d’abord résolues indépendamment des équations de couche limite, les
équations de couche limite sont ensuite résolues & partir de résultats issus du
calcul précédent, la solution des équations non visqueuses au second ordre
tient compte des effets de couche limite et apporte une correction a la pre-
miére estimation, enfin la couche limite de second ordre peut étre calculée.
Avec la CLI, la hiérarchie entre les équations de 1’écoulement non visqueux
et de la couche limite disparait. La condition de glissement & la paroi pour
I’écoulement non visqueux n’existe plus; elle est remplacée par la condition
que la vitesse normale & la paroi doit tendre vers la valeur donnée par 1’écou-
lement non visqueux loin de la paroi. De ce fait, les équations d’écoulement
non visqueuxr et de couche limite interagissent, I'un des systémes agit sur
Pautre et réciproquement. Les deux systémes d’équations doivent étre réso-
lus en méme temps. Avec des techniques numériques appropriées, le modéle
CLI autorise le calcul des écoulements décollés; un exemple est présenté au
Chap. 9.

La théorie du triple pont contient aussi, dans ses aboutissements remar-
quables, le traitement d’écoulements décollés grace & ’absence de hiérarchie
entre les ponts. A cet égard, I'identité des jauges de la vitesse normale a la
paroi est essentielle. En fait, il s’agit 1a d’une propriété qui rapproche forte-
ment la théorie du triple pont et la CLI. Cependant, la théorie du triple pont
est trés locale car elle se réduit & un point lorsque le nombre de Reynolds tend
vers l'infini alors que la CLI conserve un caractére plus global par son étendue
longitudinale.

Dans le Chap. 10, il sera d’ailleurs montré que le modéle CLI au second
ordre ordre contient le modéle du triple pont; il contient aussi le modéle de
couche limite de VAN DYKE au second ordre. Ces deux modéles seront obtenus
par Iapplication de développements réguliers au modéle CLI quand le nombre
de Reynolds tend vers 'infini.

La CLI n’est pas une notion nouvellle ; elle a été trés largement mise a profit
pour le calcul d’écoulements autour de profils ou d’ailes d’avions. L’application
de la MASC apporte une justification compléte, inexistante jusqu’alors. Par
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ailleurs, les équations de couche limite sont une forme généralisée des équations
de Prandtl.

Pour les écoulements extérieurs irrotationnels, les équations de couche
limite généralisées se simplifient si leur validité est restreinte a la zone de
couche limite. Alors, les équations de couche limite classiques s’appliquent
tout en restant fortement couplées aux équations de 1’écoulement non vis-
queux. Le modeéle CLI au premier ou au second ordre peut rester intéressant
si les caractéristiques de ’écoulement non visqueux varient de fagon significa-
tive dans I’épaisseur de couche limite.

Problémes

8.1. On analyse ’écoulement laminaire incompressible & grand nombre de
Reynolds sur une plaque plane semi-infinie, d’épaisseur nulle, paralléle a la
vitesse & l'infini amont ; le bord d’attaque est perpendiculaire a 1’écoulement
amont. L’écoulement incident est uniforme de vitesse V.

1. Ecrire les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnée ; on notera
les grandeurs sans dimension x, y, U, V, P. On fera apparaitre le nombre de

Reynolds Re :

e Vel

v

ou L est une longueur de référence représentant une longueur de développe-
ment de la couche limite. On suppose que Re > 1 et on introduit le petit
parametre € :

e =Re /2

2. On étudie I'écoulement & l'aide de la MASC sous sa forme réguliére. On
recherche une premiére approximation (extérieure) sous la forme :

U= ul(x7y) +""7
V:U1($,y)+"'7
P=pi(z,y)+--.

Ecrire les équations pour uq, vy, p1.

3. On cherche une AUV sous la forme :

U= u1($7y)+U1(CE7Y) +y
V= Ul(l',y) +€V1(.’E,Y) +eey
P =pi(z,y) + Ale)Pr(z,Y) + -+,

avec :
Y =

)

¥
€

et A est une jauge encore inconnue.
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Ecrire les équations pour Uy, Vi, P;. Préciser la jauge A.

Donner les conditions aux limites en notant bien que ’on cherche un
développement régulier, c’est-a-dire pour lequel on a par exemple u; = ug(x,y)
et U1 = Ul(x,Y)

Donner la solution pour uq, vy, p1.

4. On pose :

U=u +U,
V:’U1+€V1.

Ecrire les équations pour U et V. Préciser les conditions aux limites. Iden-
tifier avec la formulation de Prandtl.

Pour la plaque plane, la solution de ces équations est la solution de Blasius
que l'on obtient en cherchant une solution de similude. Pour = > 0, la solution

est de la forme :
Y

U=f'(n) avec "= o

et ’équation de Blasius est :

n
e pr =0 avee f)= [ £O
0
avec les conditions aux limites :

f(0)y=0, f(0)=0, f — 1.

n—00
On déduit les comportements asymptotiques suivants :

f = n—pBo+TEP,

n—0o0

~ 90 2 5
f = n° + O n).
n—0 2 ( )

Le calcul numérique donne la valeur des contantes :

oo = 0,469600,
Bo = 1,21678.

En déduire le comportement de V; et P, quand Y — oo.

5. Du fait que l'on a négligé certains termes dans les équations, on commet
une erreur évidente quand Y — oo. En effet, dans ce cas, on a :

Vi — ﬁ)
Y —oo /22

ce qui ne permet pas, avec ’approximation développée jusqu’ici, que la vitesse
V tende vers zéro a 'infini.
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Si 'on veut procéder a l'analyse d’une meilleure approximation, il faut
écrire, compte tenu des résultats acquis précédemment :

U=1+Uy(z,Y) +ecug(z,y) + -,
V=c[Vi(z,Y)+va(z,y)] + -,
P =epa(w,y) +*Pr(a,Y) + -

Ecrire les équations pour ug, vg, ps ainsi que les conditions aux limites a
utiliser.

Montrer qu’il est intéressant d’effectuer le changement de fonctions suivant :

Uy = U2,
Bo
vy = vy +

u Bo Yy

2 — T 5 )
2 SR r+ a1y

. BoVE Vet

Uy = ——————.

2 1/:L-Q_’_y2

On note le caractére trés particulier de la solution pour us qui est nulle en
y = 0 sauf a l'origine ou elle est singuliére.
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Applications des modéles de couche limite
interactive

L’utilisation de la méthode des approximations successives complémentaires
(MASC) avec des développements généralisés justifie totalement la notion
de couche limite interactive (CLI). Une approximation uniformément valable
(UVA) est obtenue en résolvant un double systéme d’équations, les équations
de couche limite généralisées et les équations d’écoulement non visqueux. Ces
deux systémes sont fortement couplés. En théorie de couche limite classique,
les sytémes d’équations sont hiérarchisés : on peut résoudre d’abord les équa-
tions d’écoulement non visqueux et ensuite les équations de couche limite.
Avec la CLI, cette hiérarchie disparait ; les deux systémes d’équations inter-
agissent, I'un des sytémes agit sur 'autre et réciproquement.

Pour un écoulement amont irrotationnel, il a été montré que les équations
de couche limite généralisées se réduisent, dans la zone de couche limite, aux
équations classiques de Prandtl. Cependant, le caractére interactif ne disparait
pas car ces équations restent fortement couplées aux équations de I’écoulement
non visqueux. Cette caractéristique est essentielle pour les écoulements conte-
nant des zones décollées. Un exemple d’application est présenté Sect.9.1.

Pour un écoulement amont rotationnel, les mémes simplifications ne sont
pas valables. La validation pour de tels écoulements est donc intéressante.
Ainsi, Sect.9.2, le modéle CLI est appliqué a différents exemples ou I’écou-
lement extérieur est rotationnel; les résultats sont comparés a des solutions
numériques des équations de Navier-Stokes et au modeéle de Van Dyke [91].

L’objectif de ce chapitre n’est pas de donner un ensemble exhaustif d’ap-
plications des modéles de couche limite interactive mais il est, plus modeste-
ment, de montrer quelques exemples illustratifs en insistant sur l'influence
de I’écoulement amont rotationnel dont 1’étude est plus rare. Dés les an-
nées 70 [7, 8, 26, 47, 48, 49, 95, 96|, les méthodes de couche limite inter-
active se sont développées et ont été largement appliquées [1, 2] notamment
en aérodynamique et il a été bien montré que ces méthodes sont trés effi-
caces [11, 46, 50, 51]. On pourra aussi trouver dans la littérature des comparai-
sons détaillées entre les applications de la théorie du triple pont, de la couche
limite interactive et de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes
aussi bien en écoulement externe [74] qu’en écoulement interne [43, 44].
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9.1 Calcul d’un écoulement avec décollement

9.1.1 Définition de 1’écoulement

On considére I’écoulement sur une plaque plane déformée par une petite bosse

(Fig.9.1). La géométrie de la paroi est définie par I’équation :
Y 0,03

L “cosh[4(%—-25)]

(9.1)

ou L est une longueur de référence. La vitesse de ’écoulement & I’infini amont
Uso €st uniforme ; ’écoulement non visqueux est donc irrotationnel. Le nombre
de Reynolds formé avec la vitesse uo et la longueur L est 8 10%.

9.1.2 Méthode numérique

La technique numérique mise en ceuvre repose en grande partie sur la méthode
proposée par Veldman [95] et évoquée Sect. 7.3.

L’écoulement dans la couche limite est calculé a 'aide de (8.24) et ’écou-
lement non visqueux est décrit par la méthode des singularités [12]. Comme
I’écoulement est décollé, les équations de couche limite doivent étre fortement
couplées aux équations de ’écoulement non visqueux. Pour réaliser ce cou-
plage fort, la loi d’interaction donnée par Uintégrale de Hilbert (Sect.7.3) est
utilisée comme intermédiaire.

Un module de résolution des équations de couche limite couplées forte-
ment & Pintégrale de Hilbert a été réalisé par ROGET [72] suivant la méthode
de Veldman. En remplagant la notation u1¢ par la notation plus usuelle u.,
ce module résout donc les équations classiques de couche limite (8.24) qui
s’écrivent sous forme dimensionnée :

Ju Ov

o Ty T
ou ou due  po%u
or oy Yoz 0 0y?

0,05

& |

0,00 |

-0,05

z/L

Fig. 9.1. Couche limite sur plaque plane avec bosse
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Bosse engraisée Meéthode des
de I’épaisseur &; singularités

5?*1 (ueb‘)”_l
(su)"" (@)
Couche limite (9.2)

+
Intégrale de Hilbert (9.3)

Fig. 9.2. Méthode de calcul

avec l'intégrale de Hilbert dans le domaine [z, xp] :

1 [ o, B i "
ue =~ [ B ) = g (@160, 93)
et :
Ue(2) = Ue () + due(x), (9.4)

ou U, est considérée comme une donnée ; la signification de cette grandeur est
discutée ci-dessous.

La vitesse i, résulte en partie de I’application de la méthode des singulari-
tés [11] dans laquelle V'effet de déplacement est pris en compte. Une méthode
itérative [65] permet de résoudre I’ensemble du probléme (Fig.9.2). A la pre-
miére itération, la vitesse u. est égale a la vitesse calculée par la méthode des
singularités appliquée a la géométrie réelle, c’est-a-dire en tenant compte de
la bosse mais sans effet de couche limite. Aux itérations suivantes, la vitesse
u, intervenant dans les équations de couche limite (9.2) est décomposée sous
la forme :

(ue)™ = (es)™ ™ = (due)™ " + (due)",

ou n est le numéro de litération considérée. Dans cette décomposition,
(tes)™ ! est la vitesse calculée par la méthode des singularités le long de
la bosse engraissée de 1’épaisseur de déplacement (§1)"~! et du, est la correc-
tion de vitesse donnée par I'intégrale de Hilbert. A une itération donnée, on
a donc :

()™t = ()™ L — (Sue)" L.

A convergence, c’est-a-dire quand la différence des corrections de vitesse du,
est trés petite entre deux itérations, linfluence de l'intégrale de Hilbert dis-
parait de sorte que la vitesse u. est la vitesse u.s calculée par la méthode
des singularités avec effet de couche limite. En fin de compte, I'intégrale de
Hilbert intervient seulement comme un intermédiaire de calcul trés commode
pour assurer le couplage fort des équations de couche limite avec les équations
de I’écoulement non visqueux et permettre le calcul d’écoulements décollés.
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0,10

- sans couche limite

0,08 -

0,06 [~

0,04 -

avec couche limite
0,02 +

000 F-s=z----f--4-%\---=-= -

~0.02 I 1 1 I ]
xz/L

Fig. 9.3. Couche limite sur plaque plane avec bosse : vitesse pariétale de 1’écoule-
ment non visqueux

9.1.3 Résultats

La figure 9.3 montre 'effet de la bosse et de la couche limite sur la vitesse
pariétale calculée en écoulement non visqueux. On a :

Ue = Upo + Alte.

La variation de vitesse Au. sans couche limite représente I'influence de la
bosse seule alors que la variation de vitesse Au, avec couche limite repré-
sente 'influence combinée de la bosse et de la couche limite. Pour 'exemple
choisi, l'effet de couche limite est du méme ordre de grandeur que l'effet
purement géométrique de la perturbation de paroi. On constate que la couche
limite a tendance a limiter la survitesse induite au voisinage du sommet de la
bosse.

Les Figs. 9.4 et 9.5 donnent les évolutions de I’épaisseur de déplacement &1
et du coefficient de frottement Cy. A titre de comparaison les évolutions de
ces caractéristiques sur paroi lisse sont également données ; elles sont fournies
par la solution de Blasius [18] :

T _ 0,664 R OUeT
/773@7 - /77-\{m ) x — .

Les comparaisons a la solution de Blasius indiquent une trés forte influence de
la présence de la bosse sur ’évolution de la couche limite, mais cette influence
est assez locale car, aussi bien en amont qu’en aval, les caractéristiques de
la couche limite rejoignent rapidement leur comportement sur plaque plane.
On note aussi la zone de décollement caractérisée par les valeurs négatives du
coefficient de frottement.

5 = 1,721 cy
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0,020
5 plaque
A avec bosse
0,015
0,010
plaque plane
0,005
0,000 L L L L J
0 1 2 3 4 5

xz/L

Fig. 9.4. Couche limite sur plaque plane avec bosse : épaisseur de déplacement

0,004
plaque
Cf / avec bosse
0,003
0,002 -
/ plaque plane

0,001 =
0,000 1 1 1 1 J

0 1 2 \3/ 4 5

x/L

Fig. 9.5. Couche limite sur plaque plane avec bosse : coefficient de frottement

Remarque 1. Une discussion détaillée de I’écoulement sur une paroi plane déformée
localement sous forme d’une marche descendante arrondie est présentée dans [78].
Les résultats ont été obtenus par la théorie du triple pont ou par une technique de
couche limite interactive. Dans certains cas, en présence de bulbes de décollement,
la solution n’est pas unique. Les résultats indiquent ’existence d’une branche le long
de laquelle la courte zone de décollement est associée a la théorie de décollement
marginal [86]. Ils indiquent d’autre part la formation d’une branche avec décollement
plus long rejoignant le décollement massif.
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\

/\

Fig. 9.6. Couche limite sur plaque plane avec écoulement extérieur rotationnel

9.2 Influence d’un écoulement extérieur rotationnel

On souhaite calculer la couche limite se développant sur une plaque plane et
alimentée par un écoulement incident rotationnel (Fig.9.6). Le modéle CLI
est mis en ceuvre; il faut donc résoudre conjointement les équations d’Euler,
les équations de couche limite généralisées et leur interaction.

9.2.1 Ecoulement non visqueux

Les caractéristiques u1, vy, p1 de ’écoulement extérieur sont partagées en une
composante non perturbée ., U., P, et une composante perturbée e, Ve, pe :

Up = Te + U, (9.5a)
V1 = Tg + Ve, (9.5b)
pl = pe +ﬁ6' (9.5C)

La composante non perturbée est celle qu'on aurait en l’absence de couche
limite ; elle satisfait les équations d’Euler. La composante perturbée représente
I'effet de la couche limite. En supposant qu’il s’agit d’une petite perturbation,
la composante perturbée satisfait les équations d’Euler linéarisées.

On introduit les fonctions de courant 1) et 1 :

T :—(‘w@ __%
e 8y7 e 3$’
=W W
€ ay7 € 81}7

ainsi que les composantes suivant z du rotationnel de vitesse W, et W, :
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. 0w,
We = or oy’
_ o oa.
Ve T or oy

La pression d’arrét p, + %(ﬂg + »2) est constante le long d’une ligne de
courant de I’écoulement non perturbé et le rotationnel de vitesse est relié a la
variation de la pression d’arrét entre les lignes de courant :

P+ 5 (@ +72) = T(9), (9.62)
5, - - H®) (9.6b)
e d@ . .

La seconde équation est déduite de (9.6a) et des équations d’Euler. En sup-
posant que la perturbation s’annule a I'infini amont, on a [91] :

~df(¥)

ﬁe + ﬂeﬂe + @e,ﬁe = ’(/}W, (973.)
&e:—Jyﬁf» (9.7b)
dy

Les équations (9.7a, 9.7b) sont des formes linéarisées de (9.6a, 9.6b). La
premiére équation est une forme intégrale des équations d’Euler linéarisées
obtenues par intégration le long d’une ligne de courant de I’écoulement non
perturbé. La seconde équation est déduite de (9.7a) et des équations d’Euler
linéarisées. Si I’écoulement non perturbé est irrotationnel, le rotationnel w, de
la perturbation est nul.

Le rotationnel de vitesse est relié a la fonction de courant par :

Be = — AN,
de sorte que la perturbation de la fonction de courant satisfait I’équation :
~  d%f(y) ~
=L
dy

Dans les exemples considérés (Sect. 9.2.3), I’écoulement extérieur non per-
turbé est tel que :

Ue =TUe(y), Te =0, (9.8)
et I’équation pour la perturbation de la fonction de courant devient :
~ 1 d%u, ~
Ay = ——24). 9.9
b= Y (9.9)

La perturbation de pression est donnée par :

~ . ~du,
Pe = _ueue+w d -
Y

(9.10)
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Solution des équations
de couche limite généralisées
modifides, (9.12) ou (9.13)

0i(.0)=5,(x)
(avec sous-
relaxation)

(0

Solution de I'équation
non visqueuse (9.16a)

Fig. 9.7. Procédure itérative globale

9.2.2 Méthode de résolution

Les équations visqueuses et non visqueuses sont résolues tour a tour et leur
couplage est réalisé itérativement (Fig.9.7) de fagon a atteindre, & conver-
gence, les conditions :

lim (u—wuy) =0, lim(v—wv;)=0.

Yy—o0 Y—00
Cette procédure fonctionne bien pour les écoulements considérés mais devien-
drait inappropriée pour des écoulements avec décollement.

Equations de couche limite modifiées

En accord avec la Fig. 9.7, les équations de couche limite sont résolues suivant
le mode direct : I'entrée des équations de couche limite est une distribution
de la vitesse up. Bien str, au cours du cycle itératif, cette distribution de u;
n’est pas figée puisqu’elle dépend de 'effet de la couche limite sur I’écoulement
non visqueux. Le probléme a résoudre est de réaliser, & convergence, les deux
conditions lim (v —wu;) = 0 et UILI&(U —wv1) = 0. Pour éviter les problémes

Yy—00

numériques avec les équations de couche limite tant que la convergence n’est
pas atteinte, il est avantageux de remplacer v; par une composante de vitesse
modifiée T [25] définie par :

_ % O0(u1 — u)
T=v +/y o dy, (9.11)

de sorte que la vitesse T satisfait la méme équation de continuité que vy :

ouq ov
—+ —=0.
or + dy
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S]]

%%

Up Up

Fig. 9.8. Distributions de v et v1 quand la valeur de v, n’est pas correctement
ajustée

Les équations de couche limite généralisées (8.17) sont remplacées par :

ou Ov
i
or 0Oy (9.12)
ou ou Ou; _Oug 1 0%(u—uy) '
Um— +V— =u —_—

oz Yoy " "or "'y TR op2

L’équation (9.11) indique que la condition lim (T — v) = 0 est satisfaite

Yy—oo

si lim (u; — w) = 0. Ainsi, Péquation modifiée de quantité de mouvement est

—00
idgntiquement vérifiée au dela de la frontiére de la couche limite. Il s’agit 1a
d’un point important de la méthode numérique.

Sil’on appelle v, la valeur de v; a la paroi, on note que v n’est égal & v1 que
si la valeur de v, est correctement déterminée (Fig.9.8). Quand le processus
itératif n’a pas atteint la convergence, les conditions v = u; et ¥ = v sont
satisfaites au dela de la frontiére de couche limite mais la condition v = vy
n’est pas nécessairement vérifiée. Une méthode itérative est implantée pour
ajuster v, afin d’obtenir T = v;. Cette question est le coeur de I'interaction
visqueuse-non visqueuse.

Les équations de couche limite généralisées au premier ordre sont plus
simples & traiter que les équations au second ordre car la vitesse vy n’apparait
pas. Il est donc inutile de les modifier :

ou  Ov
Ox * oy 0
ou ou Ouq Ouq 1 0%(u—uy)
u%+v@_UTy U187+§87y2

(9.13)

La condition lim (u; —u) = 0 suffit pour que I’équation de quantité de mou-
y—00

vement soit identiquement vérifiée au deld de la frontiére de la couche limite.
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Solution des équations de couche limite

Les équations de couche limite sont résolues en considérant que la donnée
est un champ de vitesse uq(z,y). Aprés discrétisation suivant une technique
de différences finies, les équations sont résolues pas & pas de l'amont vers
I'aval. A une station donnée z;, on suppose connues les premiéres estima-
tions de v(x;,y) et T(x;, y), par exemple d’apres les distributions v(z;—1,y) et
U(x;—1,y) calculées a la station précédente. Une premiére approximation de
u(z;,y) est obtenue en résolvant I’équation de quantité de mouvement discré-
tisée a la station x;. Une nouvelle estimation de v(z;,y) est calculée d’aprés
I’équation de continuité discrétisée avec la condition de paroi v = 0. La valeur
de T(x;, y) est alors mise a jour d’aprés I’équation de continuité qui la définit :

o0
o(zi,y) = v(ziy) + [/ w1~ w) dy} : (9.14)
Y Oz T=T;

On note que la vitesse U est calculée en intégrant 1’équation de continuité
depuis 'extérieur vers la paroi de fagon & étre assuré que 7 = v au dela de la
frontiére de la couche limite. En fait, dans la technique numérique, la limite a
I'infini est remplacée par une frontiére & distance finie de la paroi située plus
loin que la frontiére de couche limite.

Si nécessaire, le calcul est renouvelé a la station x; avec les distributions
derniérement calculées de u, v et ¥ afin de résoudre la non-linéarité de ’équa-
tion de quantité de mouvement. Ensuite, le calcul est mené pour la station
Lit1-

On note que 'évaluation de v, (z;) = v(x;,0) est :

T, (1) = ng /O iy — ) dy} - (9.15)

Interaction visqueuse-non visqueuse

La solution des équations de couche limite est une partie de la procédure
itérative (Fig.9.7) nécessaire pour prendre en compte 'interaction visqueuse-

non visqueuse.
Avec ’hypothése de petites perturbations, I’écoulement non visqueux est
calculé en résolvant ’équation de Poisson (9.9) :
%) 0% ¢ d%T,

0x2 oy T dy?’

(9.16a)

avec la condition de paroi :

P(z,0) = _/r v1(£,0)d¢, (9.16Db)

— 00
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et :
0v1(£,0) =7, (8).

La valeur de 7, est obtenue d’aprés (9.15).

L’équation de Poisson (9.16a) est résolue numériquement a ’aide d’une
méthode de différences finies sur un maillage rectangulaire avec un schéma &
cinq points. Les équations discrétes sont résolues itérativement, colonne par
colonne, avec sur-relaxation.

Le processus itératif de la Fig.9.7 est poursuivi jusqu’a convergence en
introduisant une sous-relaxation sur v,,.

9.2.3 Ecoulements considérés

Les exemples choisis sont les mémes que ceux traités par une autre approche,
appelée formulation déficitaire de couche limite [4, 5, 6]. Chaque écoulement
est défini par la vitesse non perturbée .

Ecoulement I. Le rotationnel de vitesse est uniforme :

T, = 1+ 60y. (9.17)
Ecoulement II. La distribution de vitesse a une discontinuité de pente :

e = 1460y siy < 0,005,
u. =1,3 siy > 0,005. (9.18)
Ecoulement III. Prés de la paroi, le cisaillement est négatif et tend vers zéro
loin de la paroi. La pente de la distribution de vitesse est continue :

- _ 2 _ iy <
T = 125> — 20y + 1 siy < 0,08, (9.19)
U, = 0.2 siy > 0,08.

Ecoulement IV. Le cisaillement décroit continiment quand la distance a la
paroi augmente :
u. = 0,85+ 4/0,0225 4 18y. (9.20)

9.2.4 Reésultats
Frottement pariétal et profils de vitesses

Tous les résultats ont été obtenus pour un nombre de Reynolds R =
Rz—1 = 108. Le nombre de Reynolds R, est formé avec la vitesse de référence
V et la distance x d’un point de la plaque & son bord d’attaque; ’abscisse z
est réduite par la longueur de référence L intervenant dans (8.2).

Dans la partie inférieure des Figs. 9.9-9.12, les diagrammes représentent les
profils de vitesse u(y) calculés a la station @ = 0,9 pour la solution convergée
du modéle CLI au second ordre. Les profils de la vitesse de I’écoulement non
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visqueux résultant u;(y) sont également obtenus a convergence. La différence
entre la vitesse u, de I’écoulement non visqueux non perturbé et la vitesse u
représente l'influence de la couche limite, c¢’est-a-dire 'effet de déplacement.
La figure 9.13 montre les profils des composantes normales & la paroi v et vy
correspondant respectivement & u et u;.

D’une facon générale, on remarque que les profils de vitesses u et wu
(Figs.9.9-9.12) d’une part et les profils de v et v; (Fig.9.13) d’autre part
se raccordent parfaitement au dela de la frontiére de la couche limite. Les
fonctions u(x,y) et v(x,y), solutions des équations de couche limite générali-
sées couplées aux équations non visqueuses, constituent une AUV du champ
de vitesse dans tout ’écoulement.

Les Figs.9.9-9.12 présentent 1'évolution du coefficient de frottement C'
défini en adimensionnant la contrainte de frottement pariétale par %QVQ. A
titre de comparaison, la valeur de la solution de Blasius est portée avec la
légende « plaque plane » :

%\/Rgc =0,332.

Sur ces figures, différents résultats ont été portés :

— les légendes « 1®"ordre» et «2°ordre» se rapportent aux modéles CLI
de premier ordre (Sect. 8.2) ou de second ordre (Sect.8.3),

— la légende « convergé » signifie que les résultats sont tracés a convergence
du processus itératif décrit Sect.9.2.2,

— la légende «1'¢itération» signifie que les équations de couche limite
généralisées de premier ordre (9.13) ou les équations modifiées (9.12) du
modéle de second ordre ont été résolues avec u; = U,

— la légende «Navier-Stokes» se rapporte a des résultats obtenus par
BRAZIER & l'aide d’une solution numérique des équations de Navier-
Stokes [5].

L’évolution du coefficient de frottement comparée a la solution de Blasius
indique un trés fort effet d’écoulement extérieur rotationnel. Quand les équa-
tions de couche limite classiques sont utilisées, la condition & la frontiére de
la couche limite est u — @, (0). Or, dans tous les exemples, on a @.(0) = 1. La
solution des équations classiques est donc la solution de Blasius. Les équations
de couche limite classiques ne sont pas sensibles au caractére rotationnel de
I’écoulement extérieur.

Les résultats du modéle CLI au second ordre sont généralement en meilleur
accord avec la solution des équations de Navier-Stokes que ceux obtenus avec
le modéle CLI au premier ordre. Le modéle de premier ordre est insuffisant
pour prendre en compte les effets d’écoulement extérieur rotationnel.

Pour un cisaillement uniforme de I’écoulement non visqueux non perturbé :

e = 1+ wy, (9.21a)

la théorie de Van Dyke au second ordre donne [92] (cf. probléme 9.1) :
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2 / (9.21b)
0,5 - Navier-Stokes
~ 2¢ ordre
04 1% ordre
plaque plane ~__
073 1 1 1 1 ) T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
C 0,6 -
SN
2 * (9.21b)
0,5 _— Navier-Stokes
2¢ ordre
04 r ordre
plaque plane —__
0"3 1 1 1 1 J T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,012
Y
0,010 z=09
0,008 [
0,006 [
0,004 [
U
0,002 | /
uy et u,
0.000 1 1 ) u
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Fig. 9.9. Ecoulement I : %, = 1 + 60y

C
%\/Rz = 0,332+ 3, 126w, /%V, (9.21D)

avec w = 60 pour I’écoulement I. La comparaison & la solution des équations de
Navier-Stokes montre que les résultats de la théorie de Van Dyke surestiment
les effets d’écoulement extérieur rotationnel. Le modéle CLI au second ordre
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C 0,5 2¢ ordre
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? ch /

/ 1°T ordre
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- plaque plane Navier-Stokes

0’3 1 1 1 1 ) T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 2°ordre

Navier-Stokes

035 |

plaque plane
1" ordre

0,30 1 1 1 1 )
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,012
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/ Ul/ @

07000 1 1 1 1 ) u
0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5

€

Fig. 9.10. Ecoulement II : T, = 14 60y si y < 0,005; @e = 1,3 si y > 0,005

est en meilleur accord. Ce modéle contient le modéle de Van Dyke au second
ordre mais en différe par des termes d’ordre £2 (Chap. 10).

Une autre différence est que le modéle de Van Dyke est hiérarchisé alors
que l'autre modéle est interactif. Dans le modeéle hiérarchisé de Van Dyke, les
équations de ’écoulement non visqueux et de couche limite sont résolues tour
a tour : d’abord les équations de ’écoulement non visqueux de premier ordre
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/ Navier-Stokes
0,30 [
N\ 1% ordre
2¢ ordre
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
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0,012
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0,006
Uy
0,004
“ /
0,002 / /
Ue
0.000 1 1 1 1 J u

0,0 0,2 04 06 08 1,0 1,2

Fig. 9.11. Ecoulement IIT : %, = 125y> — 20y + 1 si y < 0,08 ; @, = 0.2 si y > 0,08

avec la condition de glissement a la paroi, ensuite les équations classiques
de couche limite de premier ordre, puis les équations de ’écoulement non
visqueux de second ordre dans lesquelles 'effet de couche limite est pris en
compte, enfin les équations de couche limite de second ordre. Avec le modéle
interactif, les équations de 1’écoulement non visqueux et de couche limite ne
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05 ¢ _

C,
f
s /
/le‘r ordre
0,4 F
mr%tokes
_~ plaque plane
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0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
05
C P
i
9 VRa / 2¢ ordre
/ Navier-Stokes
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0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5

Fig. 9.12. Ecoulement IV : %, = 0,85 + /0, 0225 + 18y

peuvent pas é&tre résolues en séquence a cause des conditions aux limites qui
imposent un couplage fort des équations; il est nécessaire de résoudre toutes
les équations ensemble. Un avantage décisif du modéle interactif est d’autoriser
le calcul d’écoulements décollés a condition de faire appel & une technique de
résolution numérique appropriée, par exemple celle mise en ceuvre Sect.9.1.
Au contraire, le modéle hiérarchisé de Van Dyke se heurte a la singularité
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de Goldstein et le calcul ne peut pas étre poursuivi en aval du point ou elle
apparait.

Effets de déplacement

Les effets de déplacement sont observés en comparant les résultats référencés
«1*¢itération » et « convergé» ou en comparant les distributions de vitesses
T et uy tracés a la station x = 0,9 (Figs.9.9-9.12).

Le faible effet de déplacement pour 1’écoulement I est associé au fait que le
membre de droite de I’équation de Poisson (9.16a) est nul, ce qui n’est pas le
cas pour les autres écoulements étudiés. Une solution analytique approchée,
donnée ci-dessous, permet d’analyser plus en détail 'effet de déplacement.

L’équation (9.16a) apparait dans de nombreux problémes, par exemple
dans l’étude de la stabilité d’écoulements paralléles [78], dans des problémes
de perturbation singuliére d’écoulement de canal [81] ou encore dans I’étude
du développement d’un jet liquide libre issue d’un canal [90]. Une solution
analytique approchée est obtenue en recherchant une solution du type :

b =1(,0)f(y).
L’équation (9.16a) devient :

d%(m 0)

— 2+ (a, 0) 53

d2f _ (x,0)d?
e Ue g, (9.22)

U, dy?

Pour les applications discutées ici, le comportement de J(m, 0) est & peu prés
en z/ 2; ce serait exactement ce comportement pour une couche limite de
Blasius. Avec une variation de t(z,0) en x'/2, le premier terme du membre
de gauche de (9.22) est négligeable si :

2 Ue
9.23
x> ‘ a7, ( )
dy?
Alors, (9.22) devient :
daf  f d*u.
— == —. 9.24
dy?2 @, dy? (9-24)
Une premiére intégration fournit :
du. d
p I A g
dy  dy

Une solution possible, si elle est définie et donnant une perturbation de
vitesse nulle & l'infini, est :

Y1
f:_Aﬂe/ 72dy+7
o U Ue



9.2 Influence d’un écoulement extérieur rotationnel 205

avec :

. 1 1 (da,
N (due) /°° 1 1 T (0) \dy /, ...~
y—o0 /0 u

et :

du Y1 1 1 du.] ~
Ue= |-Al—2 | —dy+— ¢ .0).
e [ <dy 0 Ul y+ue>+ue(0) dy}w(m 0)

e

du, .
Si ( Y ) =0, la solution est :
dy Yoo

U o~ 1 du.
_— Ue —w(l',o)m dy .

(9.25)

Cette solution montre directement le lien entre I'effet de déplacement et
la distribution de .. Dans le but d’examiner sa précision, la solution appro-
chée a été calculée avec U (0) =1 et (x,0) = —1,724/u.(0)vz, ce qui serait
la distribution de {/;(m, 0) pour une couche limite de Blasius. Des comparai-
sons avec la solution numérique de I’équation de Poisson (9.16a) sont données
Figs. 9.14. L’accord est excellent pour I’écoulement III; pour y > 0,08, la so-
lution analytique donne u, = 0, ce qui n’est pas strictement correct mais la
solution numérique donne des valeurs trés petites de u.. Pour ’écoulement IV,
l'accord est moins bon mais on doit observer que la condition (9.23) ne peut
pas étre satisfaite pour des valeurs trop grandes de .

L’équation (9.25) montre que si la plaque sur laquelle se développe la
couche limite est infinie, la perturbation u, devient infinie quand x — oo et le
probléme n’a plus de sens car ’hypothése de petites perturbations n’est plus
respectée. Les calculs d’écoulement ont en fait été réalisés pour un domaine
limité.

La solution générale de I’équation de Poisson (9.16a) contient des solutions
propres [90] qui ne sont représentées ni dans la solution numérique, ni dans la
solution analytique approchée. Ces solutions propres n’ont pas été étudiées.

Pour I’écoulement II, la distribution de 7. a une discontinuité de pente.
La solution de I’équation de Poisson (9.16a) présente une ligne de disconti-
nuité caractérisée par 1°) la discontinuité de 7, 2°) la continuité de ¢, 3°) la
continuité de v, 4°) la continuité de pe.

D’apreés ces propriétés, (9.10) fournit une relation entre les sauts de u,
dw,

t
edy

=2 5. (9.26)

ou [u,] est le saut de . & travers la ligne de discontinuité. Numériquement,
pour I'écoulement II, le long de la ligne de discontinuité a la station x = 0,9,
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0,20
0,15 |
équation (9.25) et
| solution numérique
0,10 de (9.16a)
0,05
0,00 ) Ue
0,000 0,010 0,020 0,030
a) Ecoulement ///: Re=125y%-20y+1 si y<0,08, file = 0,2 si y = 0,08
n 0,20
Yy
équation (9.25) \ = 0,15
-1 0,10
solution numérique
de (9.16a)
-1 0,05
Ue
¢ . . t L 0,00

-0,10 -0,08 -0,06 -0,04 -0,02 0,00
b) Ecoulement IV : e = 0,85+ v0,0225 + 13y

Fig. 9.14. Comparaison de la solution analytique approchée et de la solution
numérique & la station x = 0,9

- d
la valeur de 1) est ¢ = —1,6181073; avec duye = —60 et W, = 1,3, on

déduit que la valeur théorique de [u.] est [ti.] = 7,47 1072 ; la valeur obtenue
numériquement [t.] = 7,41 1072 est raisonnablement voisine.

Limitations du modéle

0%u ) 1 d%*w,
S T et —
R Oy? R dy?
a la station z = 0,9 pour les différents écoulements calculés. Ces deux termes
sont des composantes présentes dans I’équation de quantité de mouvement

La figure 9.15 montre la comparaison des termes visqueux

1 d%zw
originale ; le terme = u; a été négligé dans le modéle CLI. Cette hypothése
Y
o y : 1 &%z, y
est justifiée pour I’écoulement I puisque Raz = 0. Pour I’écoulement IV,
Yy

la justification est moins bonne. Une limitation du modéle apparait ici. Il a
été supposé que u, satisfait les équations d’Euler mais il faut également que
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b b
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Fig. 9.15. Comparaison des termes visqueux a la station z = 0,9 : a) R’
Y
) 1 d*u.
R dy?

u. satisfasse les équations de Navier-Stokes avec une bonne approximation.
Sinon, les termes visqueux associés a cet écoulement ont une contribution non
négligeable ce qui met en défaut 'approche suivie.

Rappelons qu'un champ de vitesse & divergence nulle est tel que :

AV = —rot (rot V). (9.27)

Cette équation signifie que les termes visqueux sont nuls si le rotationnel
du rotationnel de vitesse est nul. Un écoulement extérieur non perturbé
irrotationnel satisfait les équations de Navier-Stokes. Ce n’est plus vrai si
I’écoulement extérieur non pertubé est rotationnel. Une exception se produit
si le rotationnel de vitesse est uniforme comme dans ’écoulement I. Quand le

nombre de Reynolds tend vers l'infini, ce probléme disparait car le rapport du
. 1 d%a,
erme —

R dy?
nombres de Reynolds finis, une limitation du modéle CLI est donc associée

aux termes visqueux induits par ’écoulement extérieur non perturbé.

au terme de viscosité de couche limite tend vers zéro. Pour des



208 9 Applications des modéles de couche limite interactive
9.3 Conclusion

Pour les écoulements extérieurs irrotationnels, les équations de couche limite
généralisées se simplifient si leur validité est restreinte & la zone de couche
limite. Alors, les équations de couche limite classiques s’appliquent tout en
maintenant 'interaction avec les équations de 1’écoulement non visqueux. La
notion d’interaction est essentielle pour calculer les écoulements avec décol-
lement. En restant dans le cadre de la théorie classique de couche limite, la
hiérarchie entre les équations visqueuses et non visqueuses conduit & la sin-
gularité de Goldstein au décollement et interdit de franchir ce point. Avec la
CLI, la vitesse normale & la paroi doit satisfaire une condition qui fait dispa-
raitre la hiérarchie entre I’écoulement non visqueux et la couche limite. Cette
propriété est trés voisine de celle introduite dans la théorie du triple pont pour
assurer ’absence de hiérarchie entre les ponts.

Avec des techniques numériques adaptées, il est alors possible de calculer
des écoulements comportant des zones décollées comme 1’a montré ’exemple
proposé dans ce chapitre.

Lorque la couche limite est alimentée par un écoulement rotationnel, il
est nécessaire de faire appel a la CLI au second ordre. Ce modéle rend bien
compte des effets observés avec la solution des équations de Navier-Stokes
au moins tant que les variations de la vitesse de 1’écoulement non visqueux
n’induisent pas de termes visqueux trop importants.

Problémes

9.1. Ce probléme aboutit a la théorie de Van Dyke au second ordre pour un
écoulement extérieur cisaillé [92]. On considére ’écoulement a grand nombre
de Reynolds sur une plaque plane. L’écoulement est laminaire, incompres-
sible, bidimensionnel, stationnaire. Les équations de Navier-Stokes rendues
sans dimension s’écrivent :

aﬂ+al—0
oxr Oy ’
au Vaiu:faip+g <82L{+82L{>
636 ox ox2  Oy?
aV 8V oP o%?v 0%y
L{%vﬂ/a—y——a—y—ks <8x2 8y2>’
avec :
s 1w
" Re VL’

ou le nombre de Reynolds Re est formé avec les grandeurs de référence V'
et L. La coordonnée le long de la paroi est = et la coordonnée normale a la
paroi est y; les composantes de la vitesse suivant x et y sont respectivement
U et V; la pression est P. La paroi est définie par y = 0.



Problémes 209

A Tinfini amont, ’écoulement est donné par :
Upg = 1+ ay,

ol a est une constante.

On étudie I’écoulement a 1’aide de la MDAR. Le développement extérieur
est donné par :

U=ug+duy+---,
V:(511)1+"',
P=bipi+-,

o d1(¢) < 1 est une fonction d’ordre. Le développement intérieur est donné
par :

U=U+AUz+--,

V=ec(Vi+AVo+---),

P = A§P2 + ey
ot Ag(e) et As(e) sont deux fonctions d’ordre et Uy, Vi, Us, Vo, Ps sont des
fonctions de z et Y = y/e.
1. Ecrire les équations extérieures pour wq, v1, p1.

2. Ecrire les équations de couche limite pour U;, Vi. Ramener le probléme a
d
une équation différentielle pour f en posant n =Y/V2x et Uy = f'(n) = d—f
n
On précisera les conditions aux limites et les conditions de raccord.
On admettra que le comportement de f quand 1 — oo est :

f() = n— o+ TEP,

avec By = 1,21678.

3. Ecrire le raccord sur V et en déduire §; et vy (x,0).

4. Trouver le comportement de la solution des équations extérieures quand
y — 0 sous la forme :

ul(xvy) = al(aj)y + ey

'Ul(xay) = bO(x) + bQ(x)y2 + ey

pi(z,y) = co(@) +er(x)y + ca(x)y? + -+,

en admettant que ¢g(0) = 0 et a1(c0) = 0; on déterminera précisément les
fonctions aq, bg, ba, cg, c1, Co.

5. Ecrire le raccord sur P; en déduire Aj et Py(z,00).

6. Ecrire le raccord sur U ; en déduire Ay et le comportement de Us quand
Y — 0.

7. Donner les équations de couche limite au second ordre.
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Formes réguliéres de la couche limite interactive

Au chapitre8, I'application de la méthode des approximations successives
complémentaires (MASC) aux écoulements & grand nombre de Reynolds en
présence d’obstacles profilés a conduit & la notion de couche limite interactive
(CLI), au premier et au second ordre. L’intérét est notamment d’assurer 'in-
teraction entre les équations décrivant 1’écoulement non visqueux et celles
décrivant la région visqueuse.

Quand l’écoulement extérieur est irrotationnel, il a été montré que les
équations de la CLI se réduisent, dans la couche limite, aux équations de
Prandtl mais leur interaction avec les équations non visqueuses est maintenue
grace a la condition de raccord sur la composante de vitesse normale & la
paroi.

Le caractére interactif des modéles ainsi établis est essentiel pour le trai-
tement d’écoulements avec décollement.

La question posée dans ce chapitre est : comment se placent ces méthodes
par rapport aux approximations classiques des équations de Navier-Stokes,
telles que les théories de Prandtl, de Van Dyke au second ordre et celle du triple
pont qui constituent des références majeures en modélisation aérodynamique ?
Plus directement, on cherche & montrer que la CLI contient ces modéles.

La méthode employée consiste a partir de la formulation de la CLI et &
rechercher des développements réguliers puisque la caractéristique commune
aux théories de Prandtl, de Van Dyke et du triple pont est précisément d’étre
exprimées a 'aide de développements réguliers. Bien siir, cette étude sera
accomplie avec les hypothéses correspondant a chaque cas considéré. Il aurait
été possible d’emprunter une démarche qui méne a tel ou tel choix de jauge
ou d’échelle, mais pour alléger la présentation, la définition des séquences
asymptotiques et des échelles sera considérée comme acquise.

La figure10.1 précise les principaux degrés dans la classification des
modeéles les uns par rapport aux autres. L’objet de ce chapitre est de démon-
trer les éléments qui conduisent aux différentes approximations des équations
de Navier-Stokes.
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Modele de
Navier-Stokes

Couche limite interactive
au premier ordre

Modeéle réduit
(Eclt extérieur irrotationnel)

MASC :

10 Formes réguliéres de la couche limite interactive

MASC : développements généralisés

développements réguliers

Modele de Prandtl

Théorie du triple pont
au premier ordre

Modele de
Navier-Stokes

MASC

Couche limite interactive
au second ordre

MASC

Modeéle de Van Dyke
au second ordre

: développements généralisés

: développements réguliers

Fig. 10.1. Approximations & grand nombre de Reynolds

10.1 Modéle de couche limite au second ordre

On souhaite montrer que la CLI au second ordre contient le modéle de couche
limite de Van Dyke au second ordre lorsque I’écoulement extérieur est rotation-
nel. La méthode consiste a exprimer le modéle CLI a I’aide de développements
réguliers.

10.1.1 Modéle de couche limite interactive au second ordre

Rappelons que le modéle CLI au second ordre conduit a 'approximation uni-

formément valable (AUV) suivante (Sect.8.3) :



10.1 Modéle de couche limite au second ordre 213

u=uy(z,y,¢e) + Ui(x,Y,¢), (10.1a)
v :Ul(xaya€)+€‘/1(xv}/7€)v (101b)
p=pi(z,y,e) +e*Py(x,Y,¢). (10.1¢)
La variable de couche limite Y est :
1
Y=Y avec EQ:ﬁ:gVLL’

ou V et L sont des grandeurs de référence, (8.2).
Il a été montré que ’écoulement défini par u, v, p satisfait les équations
de couche limite généralisées (8.17) :

ou Ov

L )
ox + oy (10.2)
ou . ou ouq n Oouy n 10%(u—wuy) [’ ’
U—+v—=u— +0v1— +—=——7—>
Ox Oy Vo Yoy TR 0y2
et que ’écoulement défini par uy, vy, py satisfait les équations d’Euler :
5‘u1 81)1
et s -0
ox + oy
Oouq duq Op1
it - = 10.3
“ or tu oy or ( )
vy n ovy op
U= + V] —=—— = ———
Y ox ! oy Jy
Les conditions aux limites sont :
alaparoi:u=0,v=0
Yy — 00 :u—u1—>0,v—v1—>0}' (10.4)

Des conditions a l'infini sont également imposées pour le champ décrit par les
équations d’Euler.

10.1.2 Modéle de Van Dyke au second ordre

Pour simplifier, on suppose que la forme des développements réguliers est
connue. On pourrait parfaitement ne pas faire cette hypothése et redémontrer
la forme des développements [91]; ce travail est inutile.

Pour I’écoulement extérieur, on recherche donc des développements asymp-
totiques réguliers de la forme :

U1:E8U1+"',
vlegvl+~~~,
pr=Eip1+--,

ol E est un opérateur d’expansion a I'ordre O(&?).
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L’écoulement caractérisé par ui, vy, p; satisfait les équations d’Euler. Par
suite, avec :

Ejuy = i (x,y) + elia (2, y), (10.5a)
Ed vy = 01 (x,y) + ebo(x,y) + 203(x, y), (10.5b)
Egp1 = p1(z,y) + epa(x,y), (10.5¢)

il est clair que I’écoulement 1, 01, p; satisfait les équations d’Euler et que
I’écoulement o, U2, Po satisfait les équations d’Euler linéarisées.
L’AUV (10.1a-10.1c¢) s’écrit, a 'ordre indiqué :

u="TEju, +U +---, (10.6a)
v=Fgv, +eVi+---, (10.6b)
p=Egp1+---. (10.6¢)

Si l'on se restreint a la couche limite avec y = €Y, on a :

u=E;Byuy + U + -,
v=FE2EZv; +eVi+ -,
oit E! est un opérateur d’expansion dans la couche limite a I'ordre O(?).

Remarque 1. En supposant que 41, 01 et 4z, 92 sont développables en série de Taylor
au voisinage de la paroi, on pourrait écrire des relations du type :

EiE¢uy = 41(z,0) + €Y (86“1) + etiz(z,0).
Y ) o

Outre que cette écriture n’est pas toujours possible (par exemple pour un écoulement
de canal), elle n’est pas nécessaire.

On définit alors U et V par :

U=EIE}u + Ui,
eV =EE3v; + Vi,

Alors, PAUV (10.6a-10.6b) s’écrit :

u=Eju —E[Eju; +U +---, (10.7a)
v=FEjv; —EJElv +eV +---, (10.7b)

Si 'on cherche des développements réguliers pour U et V de la forme :

ElU =ty (2,Y) + etia(z,Y), (10.8a)
E1V =0y(z,Y) + evs(z,Y), (10.8b)

AUV (10.7a-10.7b) peut s’écrire :
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u=FEju; —E]Ejuy + B U +---, (10.9a)
v=FElv; —E{E3v; + EleV 4 -, (10.9b)

soit, dans la couche limite :

u=EU+ -, (10.10a)
v=eBiV+---. (10.10b)

Avec ces expressions on écrit les conditions aux limites. A la paroi, on a :
Y=0 : u=0, v=0, (10.11)

d’ou :
Y=0 : E|lU=0, EjV=0 (10.12)
Remarque 2. 11 se peut que des termes tels que E§ u; ou E2 v1 ne soient pas bornés
4 la paroi; il n’en est pas de méme des termes tels que Ei(E§u1 — E{ E§u1) ou
E2(EZ v1 — Ef B3 v1) qui eux sont identiquement nuls.
On en déduit, en particulier :

Y = O . 17,1 = O, 1_1,2 = 0, 51 = 0, 172 = O (1013)

Les conditions :

Y—>00 : u—u3—0, v—v;—0 (10.14)
s’écrivent :
Y w00 : EjU—-E{Eju; =0, EjeV -EiEv; =0, (10.15)
soit encore :
Y 00 : U—Ei(t +¢eip) =0, V—-El(0,4+eb3)=0. (10.16)

En admettant 'existence de développements en série de Taylor au voisi-
nage de y = 0, ceci donne au premier ordre :

Ylim uy = U1 (z,0), (10.17a)
1(2,0) = 0, (10.17b)
et, au second ordre :
. _ Oty N
lim |uy—Y | —— = 1y(z,0), (10.184a)
—00 6y y=0
lim |7 -y (22 = 6(2,0) (10.18b)
Yoo | 1 9 /=0 R ’
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En remplagant u et v a l'aide de (10.10a) et (10.10b) dans la couche limite,
(10.2) deviennent :

ou oV
= 4z = 10.1
7 + Y 0, (10.19a)
ou ou L 0p1 0%U
U—+V—==-E —+ —. 10.19b
or ' ay 19z T ay? (10.19)
On suppose que la courbure de la paroi est assez faible pour que, a la paroi,
A~ 2 A
le terme %};1 soit o(1). On montre alors aussi que le terme Oa:g; est o(1) a
la paroi. Dans ces conditions, on peut écrire :
E} p1 = p1(,0) + epa(x,0). (10.20)

Les équations (10.19a-10.19b) conduisent, au premier ordre, aux équations
de couche limite de Prandtl (cf. probléme 8.1) :

ou 0v1

o Ty Y (10.21a)
_Ouy | _ Ou N dﬁ1(£,0) 0%uy
uy oz + vy v o dz + 72 (10.21Db)
avec :
dpi(x,0) . ddy (x,0)
B T @1 (x,0) W (10.21¢)

Par ailleurs, les conditions (10.13) et (10.17a) fournissent les conditions aux
limites usuelles de la théorie de Prandtl.
Au second ordre, on obtient les équations de couche limite linéarisées :

Oy 09
— 4+ —= = 10.22
Oox  0Y 0, (10.22a)
_ OJuy _ Oy _ 0wy, _ 0wy df)g(x,()) 82ﬂ2
22 = . (10.22
Nor T Ty Ty aw Taye (10:220)
Le terme de pression s’écrit :
dﬁg(l‘,O) N 8122 . 81},1 “ 8121
—_— = — —_— — . 10.22
dx o 2 ox o dy y=0 (10.22c)

Avec les conditions aux limites (10.13) et (10.17a, 10.17b, 10.18a, 10.18b),
on retrouve exactement le modéle de Van Dyke au second ordre.

On peut vérifier que I’équation de quantité de mouvement longitudinale est
0%y
oxdy ). _

Ainsi, la CLI au second ordre contient le modeéle de Van Dyke au second
ordre. Il ne lui est pas strictement équivalent mais les différences portent sur
des termes négligés dans les développements réguliers.

bien satisfaite quand Y — oo dans la mesure ot ( ) est négligeable.
=0
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On pourrait montrer aussi que la CLI au premier ordre ne contient pas
le modéle de Van Dyke au second ordre lorsque 1’écoulement extérieur est
rotationnel. En revanche, pour un écoulement extérieur irrotationnel, la CLI
au premier ordre contient le modéle de Van Dyke au second ordre; I’étude
menée Sect. 8.5 laisse présager ce résultat.

10.2 Modéle du triple pont

10.2.1 Ecoulement sur une plaque plane avec une petite bosse

On considére un écoulement laminaire, incompressible, bidimensionnel sur une
plaque plane & grand nombre de Reynolds. L’écoulement incident est uniforme
et donc irrotationnel. On sait que la perturbation produite par la couche
limite sur ’écoulement non visqueux est d’ordre ¢ pour les composantes de
la vitesse et la pression. De plus, on suppose qu’'une petite déformation de
la paroi produit une perturbation formellement du méme ordre (en fait la
perturbation pourrait étre plus forte). Eventuellement, la couche limite subit
un décollement localisé.

Le modéle CLI réduit développé Sect. 8.5 est parfaitement adapté a ’étude
du probléme posé. On souhaite montrer que ce modéle contient le modéle de
triple pont au premier ordre.

Les vitesses, les longueurs et la pression sont rendues sans dimension a
l’aide de grandeurs de référence V, L et oV2. Ici la vitesse de référence est
égale a la vitesse a l'infini amont et L est la distance au bord d’attaque de
Pendroit ou est disposée la bosse (Fig. 10.2). Le nombre de Reynolds R est :

_oVL
L

R

L

Fig. 10.2. Ecoulement sur plaque plane déformée par une bosse
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Rappelons que ’AUV proposée est donnée par (8.22a-8.22c) :

Uy = U 4+ uy — uqp

Uy = eV + v1 — V10 + YU120 (10.23)
87y a = 58—Y + P1y — P1yo — YP1yyo
avec :
Ouq Op1 62]31

e e P gy Pw=

et 'indice «0» indique une valeur a la paroi.

Les fonctions w1, v1, p1 décrivent ’écoulement & 'extérieur de la couche
limite alors que les fonctions U, V' et P décrivent I’écoulement dans la couche
limite. La variable de couche limite est Y :

y =12,

9

avec : 1
2

et = —.

R

Dans la couche limite, les équations de couche limite généralisées se
réduisent a (8.24) et (8.25) :

ou ov
% + 87Y - 0, (10.24&)
ou ou 02U
U% + Va? = UgU1z0 T W’ (1024b>
P 2
gV oV _ 0P OV (10.24c)

O oy oy oy

Les fonctions uy, v1, p1 suivent les équations d’Euler :

8u1 81)1
—+—=—=0 10.25
o oy =0 (10.25a)
Bul 8U1 8p1
— — == 10.25b
ul@erUl@y oz’ (10.25b)
(91)1 8’01 3p1
—-— —_— == 10.25
U + v Y y ( c)
En outre, on a les conditions de paroi (8.26a-8.26b) :
Y=0 : U=0, V=0, (10.26)
et les conditions & la frontiére de la couche limite (8.26¢-8.26d) :
Y -0 : U-— u, Ylim (V4+Yuiz) = Ugﬁ. (10.27)

Enfin, & Uinfini, I’écoulement est uniforme.
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10.2.2 Développements réguliers

Le modéle rappelé Sect. 10.2.1 repose sur des développements généralisés. Il est
proposé de montrer que ce modéle, formulé avec des développements réguliers,
contient le modéle de triple pont. Naturellement, il convient de choisir les
échelles et les jauges adaptées a cette théorie. Il serait possible de retrouver
tous les résultats, en particulier les échelles et les jauges, mais pour éviter
la lourdeur d’une telle présentation, ils seront admis (cf. Ann. IV et pro-
bléme 10.3). Ainsi, la théorie du triple pont étudie I’écoulement au voisinage
du point zo ot la couche limite est perturbée et I’échelle de longueur est e3/4,
de sorte que la variable longitudinale appropriée est :

r — X
X = Y (10.28)
Avec les adimensionnements choisis, on a zy = 1.
Pont supérieur
Dans le pont supérieur, la variable normale a la paroi est :
vy =Y (10.29)

T g3/47

D’aprés les résultats du triple pont, les fonctions uq, v1, p; de ’écoulement
extérieur sont normalisées de la facon suivante :

uy(z,y,6) = 1+ Y2U"(X,Y*,¢), (10.30a)
vi(z,y,e) = e PVHX, Y, ), (10.30b)
pi(z,y,e) = /2P (X, Y*,¢e). (10.30c)

Dans ’expression de u1, la valeur 1 est introduite car & l'infini on a u; — 1.
Alors, (10.25a-10.25¢) deviennent :

oU*  av*

ax Py =0
U™ oU*  op*
1/27r%\ Y~ 1/27 7% _
L+ P05+ Vg X’
oV ov:  op
1/27r%\ Y Y 1/27 7% _ 77
WHePU5x =V v = Tave

Les développements réguliers de U*, V* et P* sont alors :

U(X,Y* e) = U (X, Y*) + U5 (X, Y*) + - - -,
VX, Y™, e) = Vi(X,V*) + eV (X, V*) + -,
P*(X,Y* ) = Pr(X,Y*) 4+ /4Py (X, Y*) +-- -,

et 'on retrouve bien stir les équations du pont supérieur au premier ordre :
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%l;(f + g?ﬁ =0, (10.31a)
%(f _ —‘?g , (10.31b)
?9‘;? = —g)}}: (10.31¢)
Au deuxiéme ordre, on a :
%[f + g;{ =0, (10.32a)
égf - —‘Zi? , (10.32b)
Wi _ _oF (103%)

L’AUV (10.23) devient :
Uy = U+€1/2(U* — Ug)
Vo = eV 2(VF = Vi + Y Uky) + eV

(619) P {8P* (ap*) § (52]3*) ] ,  (10.33)
- = _ _Y 5
32/ a oY * oY * velo Y * -
,OP
oy
avec

oU*
Ug =U*(X,0,6), Vg=V*X,0,e), Uko= <> .
X )y._y

D’aprés (10.30a-10.30b) et les conditions (10.27), on déduit :

Jim U=1+ e2ug, (10.34a)
Jim (V + 5*1/4YU;;0) = 12y, (10.34b)

D’autre part, les conditions d’écoulement uniforme a l'infini donnent :

Y* oo : Uf=0, U;=0, Vi=0, Vy=0. (10.35)

Pont principal et pont inférieur

Ces régions correspondent a la zone de couche limite définie dans le modéle
CLI réduit. D’aprés la théorie du triple pont, les caractéristiques U, V, P de
I’écoulement sont mises sous la forme :
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U(z,Y,e) = Up(z,Y) +*U(X, Y, ¢),
V(a,Y,e) = Volz,Y) +e V2V (X, Y,e),
P(2,Y,e) = Py(z,Y) + e 32P(X,Y, ¢),
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(10.36a)
(10.36b)
(10.36¢)

ou Uy et V) sont les composantes du profil de vitesses de la couche limite non

perturbée, c’est-a-dire le profil de Blasius.

En portant (10.36a-10.36¢) dans (10.24a-10.24c) et en tenant compte de

ce que Uy et V} satisfont les équations de Blasius, on obtient :

ox oy 7
aff o 1 ~OU | o0U s (o
92U
__1/4 1/277% * 3/4
—E/ (1+E/UO)UXO+€/W7
v oP
agp 9V Y98 1/2
€ 05x aY—i—O(e ).
L’AUV (10.33) devient :
Uy = Uy + /40U + e /2(U* = UY)

vy = 2V +VF —VF+ YUk + Vo

dp _ -1/ opP* opP*
dy a_ ay* \ay* Y=o

2 D*
sy (O°F n 71/23P+
oY*? ). g )%

0Py
Y

(10.37a)

oU
oYy
(10.37b)

(10.37¢)

(10.38)

D’aprés (10.36a—10.36b) et les conditions aux limites (10.34a-10.34b), on

déduit :
lim U = 61/4U*
Y —oo
Jim (V 4 VY UL, + /2 Vo) — Vg

D’autre part, les conditions de paroi donnent :
U=0, V=o.

On aboutit ainsi aux résultats suivants :

(10.39a)

(10.39D)

(10.40)

— les équations (10.31a-10.31c¢) sont identiques aux équations d’ordre 1 du

pont supérieur de la théorie du triple pont,

— les équations (10.37a—10.37c) contiennent le systéme (IV.7a-IV.7¢) qui
lui méme contient les équations d’ordre 1 du pont principal et du pont

inférieur,
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— les conditions aux limites (10.35), (10.39a), (10.39b), (10.40) sont iden-

tiques a celles de la théorie du triple pont.

On conclut que le modéle de triple pont au premier ordre est contenu dans
le modeéle CLI réduit de la Sect.10.2.1. Or, ce modéle est lui-méme contenu
dans la CLI au premier ordre (Sect.8.5). Finalement, il a donc été démontré
que la CLI au premier ordre contient le modéle de triple pont au premier ordre.

Par contre, le modéle de triple pont au second ordre n’est pas contenu
dans le modéle CLI, méme dans celui au second ordre. Dans le modéle CLI,
le terme de pression qui intervient dans I’équation de quantité de mouvement
longitudinale répond aux équations d’Euler. Dans la théorie du triple pont, la
pression % qui intervient dans I’équation de quantité de mouvement longitu-
dinale du pont inférieur est constante suivant Y et se raccorde & la pression
P5(X,0) du pont principal qui n’est pas donnée par les équations du pont

OP.
supérieur mais par celles du pont principal (Ann.IV). Le terme 8—; ne peut

pas étre retrouvé d’aprés la CLI au second ordre.

10.3 Résumé des approximations aux équations
de Navier-Stokes

Dans une premiére étape (Fig.10.1), la MASC appliquée aux écoulements
a grand nombre de Reynolds aboutit aux modéles CLI au premier et au
second ordre grace & la mise en oceuvre de développements généralisés. L’inter-
action visqueuse-non visqueuse est 1'une des caractéristiques essentielles de
ces modeéles.

Les modéles CLI se simplifient dans diverses circonstances. Par exemple,
lorsque I'écoulement extérieur est irrotationnel, un modéle réduit a été cons-
truit. Le méme modéle réduit est obtenu en partant de la CLI au premier
ordre ou au second ordre. Il a été montré que les équations se raménent aux
équations de Prandtl dans la couche limite. Cependant, le caractére interactif
avec ’écoulement non visqueux est maintenu.

Le modéle réduit contient la théorie de couche limite de Prandtl et la
théorie de triple pont au premier ordre.

Le modéle de Van Dyke au second ordre est contenu dans la CLI au
deuxiéme ordre mais il n’est pas contenu dans la CLI au premier ordre lorsque
I’écoulement extérieur est rotationnel.

10.4 Conclusion
Les modéles de couche limite interactive (CLI), au premier ou au second

ordre ainsi que le modéle réduit, prennent en compte une action mutuelle
entre les écoulements visqueux et non visqueux. Cette interaction résulte
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essentiellement du raccordement sur la vitesse normale a la paroi entre les
deux écoulements.

Les modéles de Prandtl et de Van Dyke ainsi que la théorie du triple pont
sont des dégénérescences des modéles CLI obtenues a I’aide de développements
réguliers. Avec les modéles de Prandtl et de Van Dyke, l'interaction fait place
a la hiérarchie entre les systémes d’équations décrivant ’écoulement non vis-
queux et la couche limite. Cette modification résulte du décalage des ordres
de grandeur sur la vitesse normale a la paroi dans ’écoulement non visqueux
et dans la couche limite. Dans la théorie du triple pont, la vitesse normale
a la paroi retrouve le méme ordre de grandeur dans le pont supérieur et le
pont principal. Ce choix de jauges était essentiel pour traiter des écoulements
décollés.

Problémes

10.1. On considére I’équation :

3 3 3

avec :

1. On applique d’abord la MDAR.

Donner une approximation extérieure du probléme.

B d
Etant donné que le coefficient de Y st positif, on prévoit ’existence

d’une couche limite en x = 0. Donner l’ésfzhelle de I’épaisseur de cette couche
limite. Déterminer I’approximation correspondante. Montrer que le raccorde-
ment avec ’approximation extérieure est impossible.

On en déduit qu’il faut introduire une couche intermédiaire. Montrer que
I’épaisseur de cette couche est e1/2.

Donner la solution compléte sous forme d’une approximation composite.
2. Appliquer la MASC en imposant les conditions aux limites exactes.

3. A T’aide de la MASC sous sa forme généralisée, donner un modéle a deux
couches tel que la couche inférieure contienne & la fois la couche inférieure et
la couche intermédiaire de la MASC réguliére.

10.2. On étudie la couche limite sur une paroi plane déformée localement par
une indentation bidimensionnelle.

Toutes les grandeurs sont rendues sans dimension a 'aide de la vitesse a
I'infini amont V. et de I'abscisse Lo oul se trouve la bosse. On a :

r = — y/:£ u/:£ fl)/:v p':p
L07 Voo’ ) QVO20

*
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Y

L

Fig. 10.3. Ecoulement sur plaque plane déformée par une bosse

On définit le petit paramétre ¢ par :

e=Re ™ Re= VOOLO,

14

ot m est arbitraire (m > 0); la valeur de m n’influence pas les résultats.

L’équation de la bosse est 3y’ = F'(2').

La transformation de Prandtl consiste & faire le changement de variable
suivant :

@ )= r=2 y=y - F@)],

qui permet, dans les coordonnées (x, y), de ramener la paroi & I’équation
y=0.

On fait aussi le changement suivant sur les composantes de la vitesse :

Apreés ces transformations, les équations de Navier-Stokes deviennent :
— Equation de continuité :

@—F@_O
or Oy

— Equation de quantité de mouvement suivant  :

ou ou op OpdF  , 0%u m O%u dF
U FV—=—F—F+ o+ 75 —2¢ -
ox dy dr Oy dx 0x? Ozxdy dx
W (NP oudE o
dy? \ dz Oy dz? oy?’

+¢€
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— Equation de quantité de mouvement suivant y :

ov d2 ov dF ou OudF 8p

Yor T T Ay u dz 0z v dydz 9y
—|—2£de—F@ +€ma—u (dF> —2e™ v dF emudSF
dz? Ox Oy? Ox0y dx da3

mOUEF o Ou (AP, 0%udE |, dF P
Oy dz? Ozxoy \ dz Oy? dx dz 0z2
0% (dF) o PF OudF 0?v 9

92 2 oydr ° a2 5 o

+em—
On étudie le cas ou I'indentation a une hauteur de 'ordre de £2™/3 et une
longueur de lordre de €”/2. L’équation de la bosse est donc de la forme :

/
/__ _2m/3 z
y=¢ f<5m/2>'

L’écoulement non perturbé est celui qui existe sur la plaque plane sans
I'indentation. Au premier ordre, il s’agit donc d’une couche limite de Blasius.
A Tordre étudié ici, il suffira de considérer la couche limite au point 2/ = 1
(x* = L) donnée par le profil de vitesses :

)

u=U(Y) avec Y = el

Quand Y — 0, on a :
Uy =AY,

L’étude de la perturbation de 1’écoulement au voisinage de 'indentation ne
nécessite pas, a 'ordre envisagé, de considérer les variations de la couche limite
de Blasius suivant la direction longitudinale.

La structure proposée par Mauss [58, 59|, Nayfeh [67], Smith [80] se com-
pose de deux ponts. Le pont principal est le prolongement de la couche limite
de Blasius; les variables appropriées sont :

£ £V Y

:Em/2’ Y:YZEm/2'

Dans le pont inférieur les variables appropriées sont :

_ 7 v_ _Y
X = em/2’ V= g2m/3°
On constate donc que le pont inférieur a une hauteur du méme ordre que celle
de I'indentation. D’autre part, la perturbation ne touche pas une zone au dela
de la couche limite incidente ; la zone non visqueuse n’est donc pas affectée.
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Dans le pont principal, les développements sont :
u=U,(Y)+ s’"“f% + 3T+ -,
v = —sm/ﬁ%Uo + ™3Vt -,
p=c"3Py+....
Dans le pont inférieur, les développements sont :
u=em/6 ()\?Jrﬁl) +eey

U:gm/3‘71+...7
p=€m/3P1+"'.

Donner les équations pour Us, Va, Pa et les équations pour Uy, Vi, Pi.
Préciser les conditions aux limites et les conditions de raccord. Montrer que
les deux systémes d’équations sont fortement couplés.

10.3. L’écoulement sur une plaque plane déformée par une petite bosse
bidimensionnelle est décrit par une structure qui dépend des dimensions de la
bosse [20, 72, 73].

Toutes les grandeurs sont rendues sans dimension a ’aide de la vitesse &
I'infini amont V. et de I'abscisse Ly ou se trouve la bosse. On a :

* * * * *

/ X ! y ! u / v / — p
Vo V2’

On définit le petit paramétre € par :

e=Re /™ Re=

ot m est arbitraire (m > 0); la valeur de m n’influence pas les résultats.
L’équation de la bosse est ' = F'(2').
L’étude est menée avec la transformation de Prandtl :

(@ )= r=2 y=y - F@)],

et : AF
! /! !/
u=u, v=0v ——u.
dz’
L’étendue longitudinale de la perturbation est e“ de sorte que la variable
adaptée a I’étude est :

X
X ==
EO(

)

et la hauteur de la bosse est d’ordre e?. L’équation de la bosse est donc de la
forme :
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D5
A D4
2
1 D3
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Fig. 10.4. Délimitation des différentes zones autour du triple pont; T.P. : triple
pont, D.P. : double pont

y =P f(X).

Dans le plan (a, ), quatre zones apparaissent. Elles sont délimitées par
différentes droites dont la signification est donnée ci-dessous :

D1 : B = a. La hauteur de la bosse doit étre plus petite que sa longueur
(8 > «) sinon, quand le nombre de Reynolds tend vers I'infini, la bosse
devient trés raide.

B = 1%. Pour 8> 7, la hauteur de la bosse est plus petite que celle de

2
la couche limite incidente.
o= ‘%”. Cette droite définit la limite entre la zone 1 et la zone 2 qui se

différencient par le mode de résolution. Le mode direct s’applique dans
la zone 1 et le mode inverse dans la zone 2.

D5: 3 =a+7%.Si 3> a+7, les perturbations sont faibles par rapport
au second ordre de la théorie de couche limite classique. Par exemple, le
premier ordre de la pression dans la zone 1 est €7~ alors que le second
ordre dans la couche limite est £”/2.

o= %. Cette limite est donnée par ’étude des termes de second ordre :

elle définit la hiérarchie entre U; et Us. Le long de la droite D6, le point

d’abscisse o = 22 correspond a 3 = 5 qui est la limite de la hauteur

10
de la bosse.
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10 Formes réguliéres de la couche limite interactive

D6 : 3 = %O‘ Cette droite définit la limite de linéarité des équations
du pont inférieur entre les zones 1 et 3. Dans la zone 1, les équations
du pont inférieur sont linéaires alors qu’elles sont non linéaires dans la
zone 3.

D3 : 3= 5+ 5. Cette droite définit la limite de linéarité des équations
dans le pont inférieur entre les zones 2 et 4. Dans la zone 2, les équations
du pont inférieur sont linéaires alors qu’elles sont non linéaires dans la
zone 4.
a = 3. La dimension du pont supérieur est ¢®. La droite a = 3 définit
le minimum de I’étendue longitudinale de la bosse qui est supposée étre
plus grande que I’épaisseur de la couche limite incidente ; cette condition
conduit & I’existence d’un pont supérieur dont 1’épaisseur est plus grande
que celle de la couche limite de Blasius d’ordre £”/2.

D4: B =m— 5.8 f>m~— 5 les perturbations sont grandes par
rapport au second ordre de la théorie de couche limite classique. Par
exemple, le premier ordre de la pression dans la zone 2 est efte/3—m/2
alors que le second ordre de la couche limite classique est ¢™/2.

D2 : 8 = —a + m. Cette droite définit la limite des zones 3 et 4 qui
se différencient par le mode de résolution des systémes d’équations qui
les caractérisent : mode direct dans la zone 3 et mode inverse dans la
zone 4.

Dans les différentes zones, les développements et les équations sont donnés

ci-dessous.
Zone 1 y - y _ y
Y ng, Y:YZT%/T Y:7€a/3+m/2'
Pont extérieur
ouy  ovy B
u=1+e"2U;+---, 3X+8Y*_ )
oUy opP;
—Bayx .. oYy _ o
v=e e X~ ox’
p= B Prg.-, vy d2f opP;

0X ' dxz 9y
Pont principal

u=Uy(Y)+e" 1T,

o, OV,
IS T, L gx Ty T
— ﬁ—?a/B-{-rn/Zv 8?1 — % _
v=¢ 1+ Uo—aX + Vi NG 0,
p=c""P, oP,
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Pont inférieur
) o o,
u:ga/3)\Y+€574a/3U1+”_, oX 6}7 =Y
- . o
_ m/2—2a+6‘7 o ’V% > % 0 U1
v=¢& +eey Y AV =— -,
' 0X AN 0X = gy2
p:gﬁ—aﬁ1+...7 @_
oY
Zone 2 y B y N y
Y :57047 Y:Y:W’ = 604/3+m/2'
Pont extérieur
. ouy oV
u=1+elte/3=mi2ys ... a)g +3y2* =0,
df U3 oPs
_ _B-a) Bta/3—m/2y/*x 4 = —
V= —¢€ dx +e€ ‘/2 + , 8X 8X 3
p = eftalimmizpe ovi _ ops
0X oY *
Pont principal
dU,
u=Up(Y)+ "2 f(X)—= o
dy oUs Vs _
+ €5+4a/3—mU2 4. ) 87 87? ,
L df - s 5 AUy _
v=—¢ deUo(Y)-FEBJr PBem2y7, 4o Uogy +V2d? 0,
p= €ﬁ+a/3—m/2f2 e 81:12 _
oY
Pont inférieur
i ) o0, | oVi _
u:Ea/3)\Y—|—gB_m/2U1+--~7 ox ai‘} — Y
_ B—2a/37; ~8ﬁ1 5 8;31 8251
v=-¢ Vi+---, ANY — +\Vp = —— ——,
' 0X AN 0X = oy?2
p= Eﬁ+a/3—m/2f)1 4+ (97151 »
oy
Zone 3 _

ge’ em/2’

ZGa—frzmy/a-
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Pont extérieur
u=1+e""Uf +---,
v =PV +
p=e’TOP 4
Pont principal
w=Uy+ P27, ...
v = gB=Betm)/2y L
p=cPoP, ...,

Pont inférieur

w = B2, 4 Ba-B)/ANY 4.

(B=3art2m) /477 |

v=¢
p:gﬂ_aﬁ1+...7
Zone 4
vi=2 v-ov-=
60(

Pont extérieur

w=1+eP""UF
a5
dX
p:gza*mP;+...’

v=—gf@ + e2mmyr 4

Pont principal

dUy
dy
+ 626+a73m/2ﬁ2 +e

_o df
B—a
©

u=Uy+ e’ ™2 f(X)

v=—

p:g2ﬁ7m?2+...7

em/2’

7XU0 + €2ﬁ_m72 +---,

ouy vy 0
X oy 7
ouy  opf
0xX 09X’
ovy | dif . opy
X T dXx2 v+
oUu,  oVi 0
ox 9y

oU, v,
Up—= X VldiY =0,
9P, _
Yy
aﬁl i .
ox Ty
5,20 .90 _ ok

Yox Tl ay T 0X
oP: _
oy

= y
- e(2a—2B+3m)/4"

ouy  ovy
ax Tays Y
oUy  Op;
X 09X’
vy  opg
0X =~ 9y*’
oUy  OVy
ox gy

8U2 dU() _
U067 + V2 dY O»
OPs

oy

02U,
oy?’




Pont inférieur
u = Eﬂim/zﬁl
+e@a=28+m)/A\y 4 ...

p = c@B-204m)/AT L

p:52f87mﬁ1+...’
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ox oy
-~ 9U, ~ ol oP,  8*U,
e I Vet el s
Uax TVioy T Tox T ave
0P
oY

=0.

On souhaite appliquer ces différents modéles & un écoulement sur plaque
plane (f = 0); la perturbation est créée par un transfert de masse a la paroi
a la place de la bosse. Le transfert de masse a la paroi est caractérisé par une
vitesse v dont 'ordre de grandeur est donné par celui de cette méme vitesse
dans le pont inférieur. Par exemple, dans la zone 1, on a :

y=0

v =" (X)),

avec Vj, # 0 sur une longueur d’ordre e*.

Analyser la solution dans les différentes zones.
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Couche limite turbulente

L’étude de la couche limite turbulente est abordée ici & l'aide d’une
décomposition de la vitesse et de la pression en valeur moyenne et fluctuation.
Les équations de base sont donc les équations de Navier-Stokes moyennées
appelées aussi équations de Reynolds.

L’analyse asymptotique classique décrit la couche limite en deux régions,
externe et interne, dont les propriétés seront rappelées. L’une des caracté-
ristiques remarquables est la zone de recouvrement dans laquelle le profil de
vitesse suit une loi logarithmique.

La méthode des approximations successives complémentaires (MASC) est
appliquée en adoptant les échelles déterminées par cette analyse. Comme
en laminaire, on aboutit & un modéle de couche limite interactive. De plus,
I’étude de la contribution de la région interne permet de construire simple-
ment une approximation du profil de vitesse dans toute la couche limite, dés
que l'on connait ce profil dans la région externe. Des résultats numériques
seront présentés pour une couche limite de plaque plane & différents nombres
de Reynolds.

11.1 Résultats de ’analyse asymptotique classique

11.1.1 Equations de Navier-Stokes moyennées

L’étude des écoulements turbulents incompressibles est abordée en définis-
sant un écoulement moyen obtenu par une opération de moyenne statistique
sur la vitesse et la pression. L’écoulement instantané est alors décomposé en
écoulement moyen et écoulement fluctuant :

Z/N{i :L{ﬂru{,
P=P+P.

On utilise un systéme d’axes (z,y) orthonormé; l'axe des y est normal
a la paroi sur laquelle se développe la couche limite. Toutes les grandeurs
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sont rendues sans dimension : les coordonnées x et y par une longueur de
référence L, la vitesse par une vitesse de référence V, la pression par oV?2,
les tensions turbulentes par oV2. En fait, les grandeurs V et L sont choisies
comme étant des échelles du mouvement moyen.

En écoulement bidimensionnel, incompressible, stationnaire en moyenne,
les équations de Navier-Stokes moyennées ou équations de Reynolds sont
[12, 19] :

au oy

% + éTy = 0, (111&)

o au  op 1 au\ 9 1 U
“ax”ay—‘aﬁax(%”nax)*ay(%*my)’ (1L.1b)

ov v 9P 0 1ov\ 0 1oV

CAANSY AT [ AR 4 —27) ) (111
Uas ™Vay 6‘y+8m< v R8x>+8y(yy+728y) (11.1c)
ol R est le nombre de Reynolds :

r_ VL
1

Les tensions turbulentes 7;; sont liées aux corrélations entre les fluctuations

de vitesse :
Tij = — <Ul; > .

Elles apparaissent quand 'opérateur de moyenne est appliqué aux équations
de Navier-Stokes par suite de la non-linéarité des termes de convection.

11.1.2 Echelles

Les résultats présentés dans ce paragraphe reposent en grande partie sur un
ensemble de données expérimentales qui ont permis d’élaborer un schéma
théorique cohérent rendant compte de la réalité et dans lequel la notion
d’échelle de turbulence joue un role essentiel. On sort donc d’un cadre
mathématique bien posé au départ comme en laminaire.

De facon classique, avec la méthode des développements asymptotiques
raccordés (MDAR), Pécoulement est divisé en deux zones : la région non
visqueuse et la couche limite. La premiére est traitée séparément et fournit les
données nécessaires au calcul de la couche limite. La couche limite turbulente
est décrite par une structure en deux couches [61, 100]. La couche externe est
caractérisée par I'épaisseur § et la couche interne a une épaisseur de 'ordre

v
de — (v = p/o) ou u, est la vitesse de frottement. Si 7, est la contrainte
u

.
pariétale, on a :
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La vitesse de frottement u, joue un role important car elle est associée &
une échelle de vitesse pour la turbulence, aussi bien dans la région interne que
dans la région externe.

En effet, I’échelle de vitesse de la turbulence, identique dans la région
externe et dans la région interne, et qui sera appelée u, est de 'ordre de
la vitesse de frottement. Dans la région externe, ’échelle de longueur de la
turbulence, de 'ordre de §, sera appelée £ alors que dans la région interne,
léchelle de longueur est v/u.

Dans la région externe, on suppose que [’échelle de temps caractéristique
du transport da & la turbulence (£/u) est du méme ordre de grandeur que
le temps caractéristique de la convection par le mouvement moyen. On peut
considérer que cette hypothése est le pendant, en turbulent, de celle utilisée
pour une couche limite laminaire suivant laquelle le temps caractéristique de
la viscosité est du méme ordre de grandeur que le temps caractéristique de
la convection (Sect.7.1.1). Si 'on a pris soin de choisir V' et L comme des
échelles de vitesse et de longueur du mouvement moyen, on en déduit :

£ u
- =—. 11.2
L’analyse asymptotique introduit les petits paramétres € et & qui défi-
nissent respectivement, en variables réduites, ’ordre de grandeur de ’épais-
seur des couches externe et interne :

£
£= Zy (11.3)
¢= . (11.4)
Compte tenu de (11.2), on a :
SR =1. (11.5)

En liaison avec la loi de frottement (11.14), la jauge ¢ est reliée au nombre de

Reynolds :
1

On en déduit en particulier, pour tout n positif :

1
e =& —.
R

Les variables adaptées a 1’étude de chacune de ces régions sont :

Région externe : ) = =, (11.7a)

Région interne : g = <. (11.7b)

mle o
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11.1.3 Structure de 1’écoulement

L’écoulement est décrit par une structure en trois couches : la région extérieure
non visqueuse aux premiers ordres, les régions externe et interne de la couche
limite.

Les résultats sont énoncés ici en supposant que les effets de courbure de
paroi sont négligeables [19].

Région extérieure

Dans cette région, les développements sont :

I
]|

0(‘r7y) +Eﬂ1($,y) +oy
O(Ivy) +51—)1(I7y) +eey
ﬁO(xuy) +‘€ﬁ1($ay) +o
0.

U o< ]
|
]|

S

Il en ressort que g, Ug, pg suivent les équations d’Euler et w1, v1, p1 suivent
les équations d’Euler linéarisées.

Le raccordement & l'ordre € avec la région externe de la couche limite de
la vitesse v fournit :

Vop = 0,

_ . 8’1}0
Tip = ,71520 Vo — 1N a—y ,
p

ou l'indice «p» indique la paroi.

La premiére condition permet de calculer I’écoulement défini par ug, o,
Po- La deuxiéme condition, compte tenu de la solution (11.9b) et de ’équation
de continuité, donne v, = 0. Alors, avec I'annulation de @1, 1 et p; a I'infini,
partout dans la région extérieure on a :

Région externe de la couche limite
Les développements dans la région externe sont :
U= Uo(l’,n) + 5“1(1’,77) +ee
V =elvo(x,n) +evi(z,n) + -],

(11.8a)
(11.8b)
P =po(z,n) +epi(z,n) + -, (11.8¢)
Tij = e*rija(w,m) + . (11.8d)
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Le développement de V est choisi de fagon a ce que I’équation de conti-
nuité conserve sa forme classique aux différents ordres. Le développement des
tensions turbulentes implique que leur ordre de grandeur dominant est £2,
c’est-a-dire que la vitesse de frottement est bien une échelle de wvitesse de
turbulence.

Les équations pour ug, vg et po sont :

Guo | v _
oxr  on
g Qo Ouo - O9po
0 9 "o Ox’
dpo
0=20
on

Une solution évidente qui se raccorde & ’écoulement non visqueux est :

Uy = Ue, (11.9a)
du,
dz’

vy = —1 (11.9b)

otll u. est la vitesse de I’écoulement non visqueux a la paroi :

Ue = UQp-

En outre, la pression pg est constante dans ’épaisseur de la région externe et
elle est égale a la pression de 1’écoulement non visqueux a la paroi :

DPo = ﬁOp-

On a donc :

dpo _ _,,, G
de =~ C“da’

En négligeant les effets de courbure de paroi (voir Sect. 10.1.2), les équa-
tions pour wy, v et p; sont :

8u1 8’01

S S 11.10

az T =0 (11.10a)
du, Oouq du, Ouy Op1 . OTuyn
Jdun du_ O OTayl 11.10b
e tu ar dz on Ox on ( 0b)
Op1

= . 11.1

-2 (11.100)

Toujours avec I’hypothése que les effets de courbure de paroi sont négligeables,
on montre que p; = 0.
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Région interne de la couche limite

La condition de non-glissement & la paroi ne peut pas étre réalisée; il est
nécessaire d’introduire une région interne. Dans cette région, les développe-
ments sont :

= ety (z,9) + - (11.11a)
= (Ev1+ ) (11.11b)
P =po+epi+-- (11.11c)
Tij = €2Fij1 + - (11.11d)

Le développement choisi pour ¢/ indique que l'odre de grandeur de la vitesse
longitudinale est e, ce qui revient & dire, en variables dimensionnées, que
I’échelle est la vitesse de frottement. Cette hypothése essentielle, cohérente
avec les résultats expérimentaux, conduit au raccordement logarithmique
entre les régions externe et interne de la couche limite.

La pression py est constante suivant la normale & la paroi et égale a la
pression py dans la région externe :

Do = Po = Pop-

Les équations pour w4, 07 et p; sont :

oy 0oy
Bt ag =0 (11.12a)
o (. D
0= 21, (11.12¢)
oy

Le raccordement sur la pression a ’ordre € entre les régions externe et interne
de la couche limite conduit a p; = 0.

D’apreés (11.12b), la tension totale (somme de la tension visqueuse et de
la tension turbulente) est constante suivant une normale a la paroi dans la
région interne.

Le raccord entre la région externe et la région interne sur la vitesse U
(développements (11.8a) et (11.11a)) pose une difficulté a cause de I’absence
d’un terme d’ordre Og(1) dans le développement interne. La solution repose
sur une évolution logarithmique de la vitesse dans la zone de recouvrement
(cf. problémes 11.1, 11.2 et 11.3) :

up = Alnn+Cy pour 17— 0, (11.13a)
U = Alng+ Cy pour gy — oo. (11.13Db)

La loi pour u; correspond & la loi de paroi universelle, ot A et C ne dépendent
pas des conditions de développement de la couche limite (nombre de Reynolds,
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gradient de pression). La constante A correspond a l'inverse de la constante
de von Kdrmdn.

Alors, dans la zone de raccordement, 1’égalité des vitesses dans les régions
externe et interne donne (cf. probléme 11.4) :

e +e(Alnn+ C1) =e(Alng + Cy),

soit :

U €
i:A1H7+CQ—Cl. (1114)
€ é
Cette équation représente la loi de frottement. Traduite en variables dimen-
sionnées, cette loi prend la forme classique :

Ue — llnuT(S
X

B 11.15
e +B, (11.13)

ot ¥ =~ 0,4 est la constante de von Karmén et B dépend du gradient de
pression. Cette relation, ainsi que la variation logarithmique de vitesse dans

la région de raccordement, sont les clés de la structure asymptotique de la
couche limite turbulente.

11.2 Application de la méthode des approximations
successives complémentaires (MASC)

La méthode suivie consiste a rechercher d’abord une approximation corres-
pondant & la région extérieure de I’écoulement. Ensuite, cette approximation
est corrigée dans la zone externe de la couche limite et enfin, une AUV est
obtenue en tenant compte de la contribution de la zone interne de la couche
limite.

11.2.1 Premiére approximation

On cherche une premiére approximation sous la forme :

U =ui(z,y,e)+---, (11.16a)
V=uvi(z,y,6)+ -, (11.16b)
P = pi(z,y,6) + -, (11.16¢)
7,;, =0 (11.16d)

En reportant ces développements dans (11.1a-11.1c) et en négligeant les
termes O(1/R), on montre que uj, vy, p; satisfont aux équations d’Euler.
Comme en écoulement laminaire (Sect.8.1.1), il est nécessaire de compléter
I’approximation car la condition de non-glissement a la paroi ne peut pas étre
remplie. On ne connait pas non plus la condition de paroi pour v7.
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11.2.2 Contribution de la région externe de couche limite

Une correction de 'approximation précédente est introduite sous forme d’une
contribution de la région externe de la couche limite :

U=ui(2,y,e) +eli(a,n,e) + -, (11.17a)
V= i(z,y,e) +Va(z,n,e) + -, (11.17b)
P = pi(2,y,€) + Ale) Pr(z,m,e) + -+, (11.17¢)
Ty = mijala,me) + . (11.17d)

Les jauges pour la vitesse et les tensions de Reynolds sont choisies confor-
mément & analyse asymptotique classique. La jauge A(e) est déterminée en
examinant I’équation de quantité de mouvement suivant y.

Jauge pour la pression

En tenant compte des équations d’Euler, ’équation de quantité de mouvement
suivant y s’écrit :
8113“ 2 x 8V1 8‘/1 (%’f % 8‘/1 8V1

3 2 3
Uy— \% - Vi——
Ee +Eu18x € U on +e 18y + evy o € 1817

EUl

_ AP L0myy 1P S0V Onya 1 0% 10T
e On oz R 0z2 R Ox? on R 0y2 ' R On?

Dans la couche limite, en utilisant I’équation de continuité, le développement
en série de Taylor de v} pour y < 1 donne :

ovt
v vi‘y_o+y<8y1) +o
y=0
. Ouj n
=V _n— C

! Oui +
=V _n—E e
1y=0 n 8.T =0

La condition de vitesse nulle & la paroi impose que vj,_ est O(g?) pour

équilibrer le terme £2V) car le terme suivant 55‘71 du développement de v est
plus petit. On en conclut que dans la région externe de la couche limite, v}
est O(e). Alors le terme dominant de I’équation de quantité de mouvement

0
suivant y est € g’y’l. On en déduit que A est O(¢2?). On prend :
n

A=¢2 (11.18)
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L’équation de quantité de mouvement suivant y devient :

8P1 8Tyy71

Suivant le principe de la MASC, quand n — oo, on doit avoir P, — 0 et
Tyy,1 — 0. A des termes en O(e) prés, on a donc :

*Pl + Tyy,1 = 0. (1119)

Equation de continuité
En tenant compte de I’équation de continuité reliant uj et v, on a :

ou, v
e o =0 (11.20)

Equation de quantité de mouvement suivant x

En reportant les développements (11.17a-11.17d) dans (11.1b) et en tenant
compte des équations d’Euler pour uj, v, pj, on obtient :

eUl% —I—eu’{% 52U1% +€2V1%—1§1< +vfongi;1 —&-521/16((;]71
+5agﬂ$’1 n 71322;5 ;28;32'1. (11.21)
Si I'on néglige les termes O(e?), (11.21) devient :
0, 24 4z 00 i 00 OTaya (11.22)

9z T "or T o T o

Remarque 1. Jointe aux équations d’Euler pour uj et vi, cette équation décrit une
approximation valable sur ’ensemble formé par la région externe de la couche limite
et la zone d’écoulement non visqueux. L’équation (11.22) se rameéne a (11.10b) si
lon fait les deux hypotheéses suivantes : 1°) les vitesses u] et v} sont développées
en série de Taylor au voisinage de y = 0 ce qui est justifié par le fait que, dans
la couche limite, y = en est trés petit devant 'unité; 2°) on admet que la vitesse
v} est nulle & la paroi. Ces deux hypothéses reviennent a remplacer dans (11.22)

* N . * Ue . .
u] par sa valeur & la paroi ue et v] par g conformité avec la notion de
x

développement régulier, on retrouve les hypotheéses et les résultats de la MDAR.
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Si 'on néglige les termes d’ordre O(e?), en tenant compte de (11.19),
(11.21) devient :

ouy 8U1 8U ou v 8U1 8U1
U —2* — 4+ eU eVi—+ 4+ 2L
Ly T, Teig, tehg, on on
- 8795%1 87‘195)1 aTny
= o +e< o g ) (11.23)

Pour les deux modeéles, décrits par (11.22) ou (11.23), les conditions aux
limites quand 1 — oo sont :

n—oo : U —0, Vi—0.

Avec ces conditions et en tenant compte de ce que les tensions turbulentes ont
été supposées nulles dans 1’écoulement non visqueux, on remarque que (11.22)
ou (11.23) sont parfaitement vérifiées lorsque 7 — oc.

Les conditions & la paroi seront précisées aprés avoir pris en compte la
contribution de la région interne de la couche limite.

L’équation (11.23) peut étre écrite sous une forme plus proche des équa-
tions de couche limite généralement utilisées. On définit :

U = uj +eUy,
V= ’UT + 62‘/1,
Tij = EQTij,l.
Les équations (11.20) et (11.23) deviennent :

ou v

—_— —_— = 11.24
or "oy (11.242)
SOU  SOU L ou ; o2 Ty 9 g
—_— —_— —(T.,..—T,.,). (11.24

11.2.3 Contribution de la région interne de la couche limite
On cherche une approzimation uniformément valable (AUV) sous la forme :
U=ul(z,ye)+eU(x,n,e) + el (z,9,8) + -, (11.25a)

V=i, y,e) +2Va(m,m,e) + eéVi(z, g,e) + - -, (11.25D)

P = pT(:c, Y, 5) + gzpl(xa , 6) + A\(‘C:)ﬁl(l‘v ga 5) +y (1125C)

Tij = 12, 6) + 2T (2, §,6) + -+ (11.25d)

La jauge A est déterminée en examinant I’équation de quantité de mouvement
suivant y.
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Jauge pour la pression

En portant (11.25a-11.25d) dans (11.1c), on obtient :

5U1% + U1%+ 2 *38‘/1 3U163V1 3U1581;1
+é€u1%l +ée 2U1? +éc 2U188l + € V188L +é Vlaal;1
+ev] 88771 3V %Vl 2V %Vl faa‘;l +53V188‘{1 2227, %‘A{l
_|_587y?/1 _i_ia%yy,l I 1 0%  10°V e 9%V,

o T og TR TRop IR op

Dans cette équation, les termes dominants sont d’ordre £2/2. On est donc
amené a choisir :

~

A=g? (11.26)

et I’équation de quantité de mouvement suivant y devient :

~ OP,  0%yyq
o0y 0y

=0. (11.27)

Equation de continuité

Pour les composantes de vitesse Uy et V7, on a :

U, vy

Equation de quantité de mouvement suivant x

En reportant (11.25a-11.25d) dans (11.1b) et en tenant compte des équations
d’Euler pour uj, vf, pj, on obtient :

a a * *aUl 2 aUl 2 aUl
Ui g gy TG, teligs
*GU oU oU ouj ~ Ouj
+eul —— o ! + U — o ! 2U1 o ! +e2n; 61 8y1
L OU oU- oUy
hig e e



244 11 Couche limite turbulente

BU oU - U
JF ”1 8} Vl 8} 20 c’)yl

oP OP, or, o7
. 2vr1 2 1 2 Ulgy 1 20Tzx,1
= —¢ g e +e€ oz +e p

L1 Pup € B0 € 0T,
R 922 R 912 R 922
Oreys | & Otwyn 1 0%ui 1 PUy e 02U,

o T o) TRop TR o 2R 02

+e (11.29)
Dans cette équation, on peut supprimer les termes déja pris en compte dans
la premiére approximation de la contribution de la zone externe de la couche
limite ; ces termes correspondent a ceux de (11.22). On obtient :

0, ‘?;h 220, 88U1 20, (“)aUl
+5uiaa L4 ey, aaUl 20, 88U1 QVI% 881;1
+52V1% +éeVy 88[7]71
+§v’f 58({1 V1 831{1 2V 88(371

L1 Pup e PU e 0T,
R 0z2 R 022 R 0x?

6 aszl 1 82@ 1 82U1 g 82(_71

< L L . 11.30
Y20 TR TR o2 T 2R 02 (11.30)

Dans cette équation les termes dominants sont O(e? / é).

00
ful 9
de la couche limite, un développement en série de Taylor de v} (y < 1) donne :

ovt
vr—vi‘yzo+y<3;> +o,
y=0

ouj
’ljryzoy(ax) 0+~..’
y=

Examinons 'ordre de grandeur du terme

. Dans la région interne
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Or, comme il a déja été dit, v}, est O(e?). On en conclut que v} est O(?)

oU,

v1 5 est O(e3/¢).
D’apreés les résultats de ’analyse classique, on salt que, pour 7 — 0, Uy est

une fonction logarithmique de 7. Dans ces conditions, avec éeR =1, on a :

€
dans la zone interne de couche limite et le terme —

Ce terme est O(g2/£).
En ne conservant que les termes O(g2/£), 'équation de quantité de mou-
vement longitudinale (11.30) se réduit a :

iafzy’l L62U1+ g 82ﬁ1
£ 0j | R o2 | 2R 02

=0. (11.31)

Examinons maintenant une meilleure approximation cohérente avec la
deuxiéme approximation de la contribution de la région externe de la couche
limite. En tenant compte de (11.23), (11.29) devient :

0, 38“1 20, %Ul
+5u1? + 2U186U1 52U1% + eV, 881;1
+€s‘71 381{’1
+§vik 861{1 V1 860:1 A 88({1
10%u; e 0%, ¢ 02U,

+% 0x? + R 022 R 022

6 aTxy 1 1 821[{ 1 82U1 € 62(71
+— B + o5
g 0y R 0y2 &R On2  &2R 09>

(11.32)

Si l'on conserve les termes O(e?/¢), 'équation de quantité de mouvement
longitudinale (11.32) s’écrit :

e 8[71 83 6(71 62 872351,1 1 62U1 g 8261
£ . Ey O e 0Tya LU e OUL 11.33
o TEN ey TF oy TR o T @R 0 (11.33)
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11.3 Couche limite interactive

Récapitulons d’abord les résultats obtenus précédemment. L’AUV se présente
sous la forme (11.25a-11.25d) :

= ul(z,y,e) + Uy (z,m,€) + eUy (z,§,€) + -, ( )
= vi(z,y,e) +2Vi(a,m,e) + eéVi(m,§,8) + -, (11.34Db)
= pi(z,y.6) +Pi(x,me) +Pi(e,g,e) -+, (11.34c)
Ty = *mija(a,n,€) + Fja (@, §,e) + -+ ( )

Suivant I’ordre de grandeur des termes négligés dans ’équation de quantité
de mouvement suivant z, on obtient un modéle de couche limite interactive
qualifié de premier ou de deuxiéme ordre.

11.3.1 Modéle de premier ordre

Ce modeéle est constitué de (11.20), (11.22), (11.28) et (11.31) :

oU, oWy
—+ =— =0 11.35
Oz * on ’ ( 2)
8UT 6U1 UT 3U1 aTacy 1
U It == —"% 11.35b
Yoz T gy * e On on ’ ( )
U, v,
—_— =0 11.35
or 85 (11.35¢)
207, 10, e 90,
— : — =0. 11.35d
: 05 TR o 2R 0 ( )
En outre, u} et vj satisfont les équations d’Euler.
Les conditions aux limites sont :
n—oo:U; — 0,V —0, (11.36a)
J— 00 U, — 0, Vi — 0, (11.36b)
et a la paroi :
ul +elUy 4 Uy =0, (11.37a)
vF + &2V 4 éeVi = 0. (11.37b)

A Tinfini, on a aussi des conditions sur uj et v}, par exemple des conditions
d’écoulement uniforme.
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11.3.2 Modéle de deuxiéme ordre

Ce modele est constitué de (11.20), (11.23), (11.28) et (11.33) :
o, oV

ot (11.38a)
Ul%ﬂd‘% +5U1%+5V135;T +§%+€m%

i 83;;71 T (876:;6;;’1 - 875,;,1> ’ (11.38b)
%zl . 88? v (11.38¢)

¢ 00 & 00 @0y, 1PV PUs
eltog 2 Yoy & oy | eR o2 TR 992

(11.38d)

Ce systéme doit étre complété par les équations d’Euler pour uj et v et
les conditions aux limites du probléme sont identiques & celles du modéle de
premier ordre.

11.3.3 Modéle global

Les modéles précédents peuvent étre englobés dans un modéle contenant a la
fois le modéle de premier ordre et le modéle de second ordre et décrivant aussi
bien la région externe que la région interne de la couche limite. Ce modéle
compléte et remplace (11.24a—11.24b) en tenant compte de la contribution de
la région interne de la couche limite. On pose :

u=uj +elU; + U,
v =] + 2V, + e84,
2 24
lij = €7 Tij1 + €745,
avec :
_ 1o

Les équations proposées pour u et v ne se déduisent pas des équations déja
établies. Il s’agit d’un modéle heuristique qui s’écrit :

Ou Ov
e (11.39a)
u@—i—v@ —u*%—}—v*auj{ —1—3(— <u'v' >)
or oy ' ox Yoy oy

10%(u—u}) 0 /2 2
+ﬁ87y2+%(<v >—<u'”>). (11.39b)
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A l'ordre considéré, on peut vérifier que le systéme (11.38a-11.38d) se retrouve
aprés développement de (11.39a-11.39b) suivant la méthode décrite Sect. 11.2.

Les équations (11.39a-11.39b) doivent étre complétées par les équations
d’Euler pour uj et vj. Les conditions aux limites sont :

y—oo tu—uj —0,v—v] =0, (11.40a)
alaparoi: wu=0, v=0. (11.40Db)
Remarque 2. Le modéle heuristique global inclut le cas d’une couche limite lami-
naire traité au Chap. 8 : il suffit pour cela d’annuler les tensions turbulentes.
11.3.4 Modéle réduit pour un écoulement extérieur irrotationnel

Pour un écoulement extérieur irrotationnel, le modéle global de la section
précédente, Sect. 11.3.3, prend une forme simplifiée si I’on restreint la validité
des équations & la couche limite.

Dans la région externe de la couche limite, on peut faire des dévelop-
pements de Taylor comme cela a été fait Sect.8.5 pour une couche limite

laminaire :
out
wi=uiory(Gr) e
y=0

ouj

u’{OJren(

Oui _ .+ +y(02ul) .
P dxdy ),y

On suppose que I’écoulement non visqueux est irrotationnel et que les effets de
courbure de paroi sont négligeables. Dans la région externe de la couche limite,

* 2, %
on sait que v = O(e), on en déduit auyl = O(e). On a aussi 68;21 = O(e).

Dans la région externe de la couche limite, on obtient :

ul = uj, + 0(e?),

ouj .
axl = U120 =+ 0(62)’
v} = vfy — yuie + O(e?),
0?v}
o O(e).

Les approximations (11.17a-11.17d) donnent :
U=ulg+eUi+---,
V:UTO—yUTxO‘FEQVI"‘"‘a

T = 6 Tij,1 + -
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Avec ces hypothéses, (11.38a) et (11.38b) restreintes & la zone externe de la
couche limite deviennent :

ov, oy
—+ — = 11.41
oc o =0 (11.41a)
du? 3U1 6U1 vig — yu* 8U1 8U1
U 10 * U 10 120 V
Vdx +u10837 +€18m+ € on +€1677
873“, 1 87'3” 1 aTyy 1
= —== —_— ) - . 11.41b
on te ( Ox Ox ( )
On pose :
ﬁ = UTO + €U1,

Y7 * * 2
V = vig — yujmo + €7 Va,

2
Tij =& Tij,1-

Les équations (11.41a) et (11.41b) s’écrivent aussi :

ou oV
Z i 11.42
o "oy =0 (11.42a)
_oU U H T S —
Uaﬂ + V‘lU o, W0 | Oy + Q(Tm —Tyy).  (11.42b)

or oy Y1074 oy ox

Sous cette forme, ces équations sont trés voisines des équations généralement
mises en ceuvre pour la région externe de la couche limite turbulente ; la seule

différence est le terme —— (T, — Tyy) qui, le plus souvent, est négligé. On

ox

note d’ailleurs que ce terme n’est pas présent dans les équations du modéle
IBL au premier ordre.

Dans la région interne de la couche limite, on sait que v; = O(g?). En
supposant que I’écoulement non visqueux est irrotationnel et en négligeant les

*

u
effets de courbure de paroi, on en déduit que 3 L= 0(52). Dans cette région,
Y
2, %
v
on a aussi 5 21 = O(e?). Les développements de Taylor de u} et v} montrent
Y
alors que :

uj = ujp + O(ée?),
Vi = vl — EJut L + O(E%2).
En outre, on sait que uj, = O(1) et v7, = O(e?).
I’AUV (11.25a-11.25d), écrite dans la couche limite, donne alors :
U=ujy+elh +€(71+"'7
V=l -yl + Vi H e+,

2 24
Tij = " Tija + e T+
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Les équations (11.38¢) et (11.38d), restreintes a la zone interne de la couche

limite, deviennent :

o0 ot _
Ox oy
U, & 9U, 207 1 82U 82U
e e . e
3 Yy é ay g 0y eR In E?2R 0y
On pose :

u=ujy+elUs +eln,
* * 2 AT
V= V) — YU o + V1 + €€V,

2 24
tij = &7 Tij1 +e€ Tij,15

(11.43a)

(11.43b)

(11.44a)

(11.44D)
(11.44c)

avec
_ /o
tij—7<ui7.l,j>.

Les équations (11.41a, 11.41b) et (11.43a, 11.43b) sont contenues dans le
modeéle heuristique suivant, valable uniquement dans la couche limite :

ou  Ov
—+—=0 11.45
oz "oy (11.45a)
8u+ ou *du1‘0+8( <,,>)+182u
U=— +v— =u — (= <uv —
ox oy 10 4z oy R 0y?
8 12 12
+—(<v?>—<u?>), (11.45b)
ox
avec les conditions aux limites :
y—o00 1u—ujg—0,v—viy+yuiy—0, (11.46a)
alaparoi: wu=0, v=0. (11.46D)

0
Généralement, la contribution du terme p (< Vs — < ? >) est
x

négligée car les résultats expérimentaux montrent que < u'? > et < v'? >
sont voisins; dans un modéle de premier ordre ce terme ne serait d’ailleurs
pas présent. Avec cette hypotheése, les équations sont :

ou Ov
— 4+ == 114
9 + 3y 0, (11.47a)
ou Ju duj, 0 , 1 0%u
— =uj — - —. 11.47b
um. T 104, +ay( <u'v >)+R8y2 (11.47b)

De plus, en couplage faible, c’est-a-dire si ’on recherche des développements
réguliers, la deuxiéme condition limite a I'infini (11.46a) donne v}, = 0 comme
en écoulement laminaire (Sect. 10.1.2).
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Les conditions aux limites restantes sont :
y—o00 :u—ujy— 0, (11.48a)
a la paroi : u =0, v =0. (11.48b)

On retrouve alors le modéle usuel de couche limite turbulente.

11.4 Approximation du profil de vitesse
dans la couche limite

11.4.1 Pose du probléme

L’objectif est de construire, pour un écoulement extérieur irrotationnel, une
approximation du profil de vitesses dans toute la couche limite en s’aidant
de (11.31) qui décrit la contribution de la région interne de la couche limite
au premier ordre :

S 0fys 1 PU e &
E 0y RO 2R 0

= 0. (11.49)

La résolution de cette équation nécessite la connaissance de la fonction Uy (n)
et la mise en ceuvre d’'un modéle de turbulence pour décrire ’évolution de
Tzy,1. On s’appuie sur un modéle de longueur de mélange, particuliérement
adapté a l’étude de I’écoulement sur plaque plane, et sur des solutions de
similitude pour la région externe de la couche limite [64].

Pour simplifier le traitement, on travaille avec le modéle réduit décrit
par (11.47a-11.47b) et les conditions aux limites (11.48a-11.48b).

Plutot que de résoudre (11.49), il est plus commode de travailler avec une
équation qui donne accés directement & la vitesse compléte. Pour cela, on
revient au développement (11.44c) et on écrit (11.49) sous la forme :

€20 [tuy 1 82U, e 820,
a2\ 2 “Teyl ) T >335 T o5 A
g0y \ € eR On 2R 0y
En reprenant la variable y, et en introduisant uj, qui ne dépend pas de y,
cette équation est encore :
Oty  O0lTpy1 1 02

= (ufy +eUs +elUy) =0
ay 8y +Ray2(u10+€ 1+¢€ 1) )

ou :

8 |: 1 Bu] _ 628’7'@%1 (1150)

ay " TRy By

avec, pour un écoulement extérieur irrotationnel :

u=ujy+elU; + 5[71.
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Le membre de gauche de (11.50) représente la tension totale (somme de la
tension turbulente et de la tension visqueuse) dans toute la couche limite alors
que le membre de droite représente la tension turbulente dans la solution de
la région externe. On intégre cette équation par rapport a y depuis la paroi
y = 0. La contrainte pariétale dimensionnée étant 7,, on obtient :

- 1 ou Tp 9 Tp
— = =T — —,
W ROy oV2 Tl Ty

car,eny =0, on a :
T 1 0u
oV2 ROy
et, d’autre part, la solution externe est telle que pour n — 0, c’est-a-dire, en
y=20,ona:

et tgy =0,

2 _ ™
€ Tyl — W
Finalement, (11.49) prend la forme :
- 10u
eyt = = € Tay1-
YT Ray v

De fagon synthétique, en divisant les deux membres par la contrainte pariétale
adimensionnée, elle s’écrit aussi :
T T
— == (11.51)
Tp Tp
ol le membre de gauche représente la tension totale sans dimension dans
toute la couche limite et le membre de droite représente I’approximation de
la tension turbulente sans dimension calculée dans la région externe.

En suivant strictement la théorie asymptotique classique, le membre de
droite de cette équation serait égal a 1 si ’on recherchait la solution dans la
région interne. En effet, 7ox/7, est une fonction de 7. Or, on a :

n=4

)

LRGN

é
et, pour I’étude de la région interne, y est fixé et — — 0. Donc, on devrait

€
prendre la valeur du membre de droite de (11.51) en 1 = 0. Cette valeur est
1 et ’équation de la région interne serait :

ce qui rejoint le résultat de la théorie asymptotique classique. Dans ’appli-
cation présentée, ce résultat n’est pas utilisé et I’on considére que Tex; /7, est
une fonction de 7.
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Ici, la résolution de (11.51) doit fournir une AUV du profil de vitesse dans
toute la couche limite et pas seulement une approximation dans la région
interne. L’application qui sera donnée plus loin précisera ce point, mais d’ores
et déja, on peut remarquer que (11.51) permet de satisfaire les conditions aux

T
limites sur la tension totale. En effet, en y = 0 on a bien — =1eteny = 4§ on
Tp

a bien — = 0; la réalisation de ces conditions est permise par le comportement

P
de la solution dans la région externe (membre de droite de (11.51)).

11.4.2 Modéle de turbulence

En revenant & des variables dimenstonnées, y compris pour la distance a la
paroi y, la tension totale 7 qui apparait dans le membre de gauche de (11.51)
est :

ou
T=—p<uv >+pu—. 11.52
i (1152)

Un modéle de turbulence est nécessaire pour exprimer la tension turbulente
—o < u'v' >. A cette fin, un schéma de longueur de mélange fournit [64] :

2
—o < u'v >= oF%* <gZ> , (11.53)
avec :
Y4
5 =0,085th ()E)CW%’ Y = 0,41, (11.54a)
/
F=1—-exp [—(Tg)l/z%xu} . (11.54b)

Dans la région interne, en faisant 7 = 7, et £ = xy, la fonction correctrice
F prend la forme proposée par Van Driest :

+
le—exp(—éﬁ),

otl yT est la variable de paroi :
+ _ Yur
-~
Ce modéle, trés simple, convient bien pour 1’étude envisagée surtout si ’on
se limite a ’écoulement sur plaque plane.

11.4.3 Région externe

Conformément aux résultats expérimentaux, notamment pour 1’écoulement
sur plaque plane, la région externe de la couche limite est parfaitement décrite
par des solutions de similitude [14, 16, 17, 62, 77].
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y
)

On suppose que la vitesse déficitaire est une fonction de = ou J est 1’épais-

seur de couche limite :
Ue — U

= =F'(n) avec n:g et wy =)L

Uy d 0

Ue — U
Traditionnellement, la quantité est appelée vitesse déficitaire car elle

-
représente un défaut de vitesse par rapport a la vitesse ..
L’équation de similitude de la région externe est [64] (cf. probléme 11.5) :

T F 1
K I - YA R T 11.55
- F1+(F1+ ﬁ)n ; ( )
avec : n 5 d
F:/ Fldyg, F=FQ1), f=->%
0 u, dx

Cette équation est équivalente a (11.10Db).

Dans la région externe de la couche limite, la tension 7 ne fait intervenir
que la tension turbulente car la tension visqueuse est négligeable; d’autre
part, la fonction correctrice y est égale & 1 car y* > 1. On a donc :

T _ { ? F//2
T ) ’

ot F” est la dérivée de F par rapport a 7.

La résolution numérique de 1’équation de similitude fournit, pour chaque
valeur du paramétre de gradient de pression (3, le profil de vitesse F”(n); elle
donne aussi le profil de la tension turbulente, c’est-a-dire avec les notations
de la Sect. 11.4.1 la quantité Tex/7p.

11.4.4 Equation a résoudre

A un nombre de Reynolds donné, le profil de vitesses dans toute la couche
limite est solution de 1’équation :

T Text (11.56)

Tp Tp

ou l'expression de 7 dans le membre de gauche est donnée par :
, ou
T=—0<uv >+pu/—,
Ay

et la tension turbulente s’exprime par (11.53, 11.54a, 11.54b).
Dans (11.56), le membre de droite est donné par la solution de la région
externe (11.55). En outre, il faut fixer le nombre de Reynolds. Le plus simple

U
est de fixer la valeur de —— qui relie directement yT et § :
v
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L’équation & résoudre est une équation différentielle ordinaire du premier
ordre pour u(y). A laide des variables de paroi, elle s’écrit :

out 2 (TN Toxt
pp2er? (2 ) 2 Text 11.57
oyt oyt Tp ( )
avec :
pro i _fud 0 Y
v § v’ Uy '
A la paroi, on impose u = 0 donc ut = 0 en y* = 0. A la frontiére
o +
extérieure, la condition Text _ 0 impose au 0; on a donc —— = 0 en
Tp oy oyt
) R
yt = 49 (n =1). A la frontiére de la couche limite, la solution fournit une
v

certaine valeur de u™ qui donne le coefficient de frottement puisque ’on a :

u 1 C T
;:6:—6:7 avec —f:—p

u .
Uy Cf/2 2 ou?

(11.58)

11.4.5 Exemples de résultats

Les résultats présentés ici ont été obtenus dans le cas de la plaque plane
(8 = 0) pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds.

Les résultats de la figure 11.1 montrent une évolution correcte de la vi-
tesse dans toute [’épaisseur de la couche limite. On constate que la loi loga-
rithmique est bien présente lorsque le nombre de Reynolds est suffisamment
élevé. Son étendue mesurée en variables de paroi augmente lorsque le nombre
de Reynolds augmente. Lorsque le nombre de Reynolds devient faible, la zone
logarithmique disparait.

Le profil de vitesse dans la zone de proche paroi est trés peu sensible au

nombre de Reynolds; pour les valeurs de Urd 250, la fonction u™(y™) est

v
pratiquement invariante lorsque y™ < 50. En ce sens, la loi de vitesse de la
région interne est dite universelle. Ce comportement est en accord avec la dif-
férence d’ordre de grandeur entre les échelles de longueur (ou entre les échelles
de temps) caractéristiques de la turbulence dans la région interne et dans la
région externe de la couche limite. La région interne a une échelle de temps
beaucoup plus petite que celle de la région externe. Dans ces conditions, elle
adopte une organisation qui lui est propre, indépendamment des paramétres
qui gouvernent l’écoulement dans la région externe.

La valeur du coefficient de frottement obtenue par la valeur de u™ & la fron-
tiére de la couche limite (relation (11.58)) peut étre comparée a celle obtenue
d’aprés le recouvrement entre la loi de paroi et la loi de vitesse déficitaire.
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Fig. 11.1. Approximation des profils de vitesse dans une couche limite turbulente
de plaque plane a différents nombres de Reynolds

En effet, d’aprés I'analyse asymptotique classique, dans la zone de recouvre-
ment on a simultanément :

1 yu,
ngmm‘+a (11.59a)
- 1
e _ “m? 4D, (11.59b)
Uy X O

L’égalité des vitesses dans la région de recouvrement fournit :

Ue 1. wu b
— =—1In
Ur X v

+C+D. (11.59¢)

Pour la région de paroi, le modéle de longueur de mélange donne x = 0,41
et C' = 5,28. Dans la région externe, pour la plaque plane, la solution
de (11.55) aboutit & D = 1, 76.

Le tableau 11.1 montre la comparaison du coefficient de frottement ob-
tenu par les deux méthodes. Jusqu’a des valeurs assez faibles du nombre de
Reynolds, un bon accord est constaté ce qui renforce le bien-fondé de 'ap-
proche utilisée ici.

On peut étre surpris que la concordance entre les deux méthodes reste assez
bonne méme lorsque les profils de vitesse de la Fig.11.1 ne font pas ressor-
tir une zone d’évolution logarithmique de la vitesse alors que la loi (11.59c¢)
repose explicitement sur son existence. En fait, il n’est pas correct de re-
chercher sur la Fig. 11.1 la présence ou non d’une loi logarithmique. Dans le
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Tableau 11.1. Comparaison du coefficient de frottement obtenu d’aprés la résolu-
tion de (11.57) et par la loi logarithmique (11.59¢)

urd/v d’aprés la solution de (11.57) loi (11.59c¢)
5000 3,601072 3,591072
1000 4,201072 4,191072
500 4,541072 4,501072
250 4,931072 4,881072
100 5,591072 5,471072
50 6,511072 6,031072

cadre de la MDAR, les profils de vitesse doivent étre comparés a une ap-
proximation composite formée & partir des approximations externe et interne.
Or, une telle représentation composite peut parfaitement faire disparaitre la
partie commune qui est précisément la loi d’évolution logarithmique, bien
que 'approximation externe et I’approximation interne conservent une partie
logarithmique ; c’est ce qui se produit si le nombre de Reynolds n’est pas assez
grand.

11.5 Conclusion

L’étude de la couche limite turbulente a ’aide de I’analyse asymptotique clas-
sique fait apparaitre une zone de recouvrement logarithmique entre la couche
interne et la couche externe. Ce résultat est acquis sans faire appel & un modéle
de turbulence mais, bien str, la connaissance expérimentale du probléme est
essentielle pour fixer les hypothéses de départ. Or, pour calculer une couche
limite il est nécessaire de mettre en ceuvre un tel modéle. La conclusion est
que le modéle de turbulence doit étre compatible avec I’existence d’une région
d’évolution logarithmique de la vitesse.

Avec la méthode des approximations successives complémentaires, la ques-
tion se pose différemment car il n’y a pas de raccordement a réaliser. Le
résultat dépend donc du modéle de turbulence. Pour I'exemple de I’écoulement
sur plaque plane, les résultats numériques montrent que le modéle employé,
un schéma simple de longueur de mélange, conduit bien au résultat souhaité.
En fait, le modéle a été construit pour qu’il en soit ainsi.

Problémes

11.1. Un modéle mathématique a été proposé par Panton [70] pour simuler la
décomposition de la couche limite turbulente en deux régions. Il s’agit d’une
adaptation du modeéle de Lagerstrom qui illustre les difficultés du probléme
de Stokes-Oseen. Le modéle de Panton s’écrit :

P 1
dy?2  y+edy dy 7
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avec les conditions aux limites :

w(0) =0, lim u=1.

Yy—oo

On étudie la solution a ’aide de la MDAR.

1. Dans la région extérieure, on suppose que le développement est de la forme :

u= fo(y) +o1(e)fily)+---.

Donner les équations pour fy et f; ainsi que les conditions aux limites. On
montrera que la solution pour fy est fo = 1. Donner la solution pour f;. On
ne cherchera pas & déterminer d.

2. La variable appropriée a la région intérieure est § = y/e. Le développement
est de la forme :

u=01(e) fol(y) +---.
Donner 1’équation pour fy et la condition limite en § = 0. Donner la solution.

3. En effectuant le raccordement entre la solution intérieure et la solution
extérieure, calculer les constantes encore indéterminées et donner 4;. On
tiendra compte de :

—t

/ Cdt= -y vy, y—0,
, 1

ol 7 est la constante d’Euler v = 0,57722.
Ecrire la solution composite.
11.2. On reprend le modéle de Panton du probléme 11.1 ci-dessus.
1. En faisant le changement de variable y' = y + &, montrer qu’on se rameéne
exactement au modeéle de Stokes-Oseen proposé par Lagerstrom (Sect. 6.4).

2. On applique la MASC sous sa forme réguliére. La premiére approximation
est recherchée sous la forme :

u=1+6F(y),

ol d; est une jauge inconnue. Former I’équation pour Fj. Donner la solution
qui satisfait la condition pour y — co. Montrer que la condition en y = 0 ne
peut pas étre satisfaite.

On cherche alors une AUV sous la forme :

u=1+06F(y) +6F1(y) avec g:%

L’équation pour F; sera formulée de facon a ce que la solution soit une fonction
de g seulement.

Les constantes seront déterminées en appliquant les conditions aux limites.
La condition en y = 0 ne pourra étre appliquée qu’aprés avoir développé la
solution pour F} quand y — 0 en tenant compte de :
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ooe_t
/ —dt=—-Iny—v-y, y—0,
, t

ol v est la constante d’Euler v = 0, 57722.

3. On applique la MASC sous une forme généralisée. Le développement pro-
posé est de la forme : _
u=1+01f1+01f.

Pour f1, on prendra une équation identique & celle établie pour F;. En retenant
) _
les termes de l'ordre de 6—;, montrer que I’équation pour f; est :

CF 1 df 1 dh

—_ = 3 .
dy> y+1dy  y(y+1) dy

On ne cherchera pas a résoudre cette équation, mais on formera I’équation
pour g : B
g=fi+f1

Donner la solution en appliquant les conditions aux limitesen y = 0 et y — oo.

11.3. Suivant la MDAR, la région interne de la couche limite turbulente est
décrite par I’équation :

Dans cette région, avec le modéle de longueur de mélange, la tension totale 7
est donnée par :
Ju ou\’
= pe + oF?0* | —
T=hg te 9 )

F:1—e_y+/26, {=xy, x=0,41.

avec :

Les variables de paroi sont définies par :

Yur u T
= ) ’LL+ = Ur = N
v Uy 0

Ecrire 1’équation de la région interne a 'aide des variables de paroi.
Montrer que la solution, pour y* > 1 est de la forme :

1
ut==Iny" +C.
X

Mettre cette équation sous la forme :

dut V14 4F20+2% -1

dyi‘*‘ = f(y+) avec f(ilﬁ) = o F20+2

Préciser la condition limite a imposer.
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Intégrer numériquement cette équation entre y™ = 0 et y™ = 1000. On
tracera la fonction u*(y™). On précisera la valeur de la constante C.

Une méthode simple consiste & discrétiser I’équation sous la forme :

+ +
un-i—l — Uy + + Yn+1 + Yn
B avec =207
Yt e 1 Unrs2) Un1/2 2

ou l'indice n se rapporte aux points d’une grille définie suivant y.

On prendra une grille suffisamment fine prés de la paroi; le premier point
doit se situer & une distance telle que y* < 1. Physiquement, cette limite est
liée au fait que v/u, représente une échelle de longueur.

Des problémes de précision peuvent apparaitre a cause de la fonction f(yT)
au voisinage de y™ = 0. On pourra essayer une autre forme :

I 2
V1+4F2t? 41

On pourra essayer aussi de faire un développement au voisinage de y™ = 0.
11.4. Dans la couche limite turbulente, la variable appropriée a I’étude de la
région externe est n = % ; la variable appropriée a I’étude de la région interne
U U
y—T. Le petit paramétre du probléme est —.
v Ue
Coles a proposé de représenter le profil de vitesses dans la région externe
par une formule approchée :

est yJr =

Ue — U

1 B
=——Inn+ —[2 —w(n),
=l (2 w()

=" u, =2 x=041,
0 0

oil 0 est ’épaisseur de couche limite et 7, est la contrainte pariétale. On a
aussi :

avec :

w = 1— cos(mn),
et B est une constante qui dépend des conditions dans lesquelles se développe
la couche limite, par exemple I'intensité du gradient de pression.

D’autre part, on sait que dans la région interne de la couche limite turbu-
lente, le profil de vitesse suit la loi de paroi :

u yu
U+:f(y+), qu:ia t= Ta
Ur v

et, lorsque y* — oo (en pratique lorsque y* > 50), on a :

1
fly*) = glnzﬁ +C, C=5,28.
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Ecrire le raccordement entre la loi externe et_la loi interne. En déduire la

L
relation entre le coefficient de frottement C'y = 5 P 5 et le nombre de Reynolds
3 QU
Ued U
Rs; = ——. Montrer que — — 0 quand Rs — 0.
v Ue

Donner 'expression du broﬁl de vitesses valable dans toute la couche limite
a l'aide d’un développement composite.
11.5. Deux régions sont distinguées dans la couche limite turbulente : la zone

externe et la zone interne. La variable appropriée a la région externe est n = % ;
U
la variable appropriée & la région interne est y* = y—T.
Dans la zone de raccordement, le profil de vitesses prend une forme loga-
rithmique :

— 1
Ue u:——lnn—i—D quand 7 — 0,
Uy X
1
l:—lny"‘—i—C quand 3t — oco.
ur X

Ecrire le raccordement entre les deux zones et en déduire la relation entre

u U
— et Rs = . Montrer que — — 0 quand R — oo.
Ue v Ue
Dans certaines conditions, le profil de vitesses dans la région externe obéit

& une forme d’auto-similitude, c’est-a-dire :

Ue

Ue — U

= F'(n),

Uy

ou F’ est la dérivée par rapport a n d’une fonction F(n) qui apparaitra dans
les calculs; on prend F(0) = 0.

On rappelle que, dans la région externe, les équations de couche limite
sont :

o v

Oxr Oy ’

ou Ju du. 0 (7 ;)
uax+v3yuedx+8y<g) avec T=—p0o<uv >.

D’aprés I’équation de continuité, exprimer v en fonction de F et F’. On
notera :

_u iy
0 uev de’

ds, du.

/ B =
(S_dx7 Ye = 4z

Ecrire ’équation de quantité de mouvement avec les hypothéses énoncées. On

notera :
P

v
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Pour que F’ soit une fonction de n seulement, il faut que :

Ue 7' Ug O
0 = cste, -~y = cste, —fl = cste, —f— = cste
Ue Y Ue
Ue Y’ o 5 .
quand Rs — oo ; montrer que v — 0 et 3— — — 0. Simplifier I’équation de
U

/
e

quantité de mouvement.

Intégrer I’équation obtenue par rapport & n & partir de n = 0; exprimer la
!

Ue §

quantité g3 (1 + ’66> en fonction de Fy; = F(1) et 3.
uE

11.6. On se propose d’étudier la densité spectrale d’énergie cinétique de tur-

bulence dans un écoulement turbulent.

Par définition, I’énergie cinétique de turbulence est :

U
:<uiui>

g 2

Son spectre E(€) est tel que :

k/oooE@)df,

ol £ est le nombre d’onde.

Le champ turbulent est formé d’un ensemble de structures de tailles dif-
férentes. Deux zones importantes sont distinguées : la zone & faible nombre
d’onde (structures a grande échelle) et la zone a grand nombre d’onde (petites
structures).

L’essentiel de ’énergie cinétique est contenue dans les grosses structures.
Ces grosses structures sont caractérisées par un nombre de Reynolds trés grand
par rapport a I'unité. La viscosité agit trés peu.

La viscosité agit a 1’échelle des plus petites structures dont le nombre
de Reynolds caractéristique est de l'ordre de 1. Le role de la viscosité est de
dissiper ’énergie cinétique en chaleur. La quantité d’énergie cinétique dissipée
par unité de temps est notée e, appelée briévement dissipation. Pour respecter
les habitudes on conserve la notation € pour la dissipation, mais il ne s’agit
pas d’un petit paramétre.

L’échelle de longueur associée aux grosses structures est £. L’échelle de
longueur associée aux petites structures est i appelée échelle de Kolmogorov.
Cette échelle est formée a partir de € et v (coefficient de viscosité cinématique).
Déterminer n.

Donner la forme du spectre dans la zone des grosses structures sachant que
I’échelle de longueur est £ et que I’échelle de ’énergie cinétique de turbulence
est u?. On montrera simplement que :

E = uLF (&L).
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Donner la forme du spectre dans la zone des petites structures sachant que
les paramétres inflents sont v et €.

Ecrire le raccordement entre ces deux zones. En supposant que dans la
zone de raccordement le spectre suit une loi en puissance, donner la forme du
spectre en fonction de € et £&. On notera que dans la zone de raccordement,
I’influence de la viscosité doit disparaitre puisqu’elle fait partie a la fois de la
zone des petites structures et de celle des grosses structures.

Exprimer ¢ en fonction de u et £. Quelle conclusion peut-on en tirer 7



12

Conclusion

Ce livre aurait pu étre divisé en deux parties distinctes.

La premiére partie, du Chap.2 au Chap.6, contient une approche rela-
tivement nouvelle des problémes de perturbation singuliére liés a 1’existence
d’une ou plusieurs couches limites. D’une certaine fagon, un outil est proposé
aux enseignants pour exposer de maniére rigoureuse et simple le formalisme
nécessaire pour aborder ces difficiles problémes. En méme temps, que ce soit
pour les enseignants, les étudiants ou les chercheurs, les méthodes liées a
I’étude de ces couches limites, dont la plus populaire est la méthode des dé-
veloppements asymptotiques raccordés (MDAR), sont examinées, analysées
et approfondies. Le chapitre 5, au coeur de cette analyse, montre qu’en in-
troduisant 'idée, pourtant classique, d’approximation uniformément valable
(AUV), on peut non seulement comprendre comment toutes les méthodes
habituelles en découlent mais aussi comment de nouvelles méthodes, plus ef-
ficientes, peuvent étre mises en place. Tout ceci est naturellement lié a ce
qu’est un développement asymptotique que 'on qualifie, dans cet ouvrage,
de développement asymptotique généralisé pour le distinguer de la défini-
tion plus communément utilisée de développement asymptotique régulier ou
méme, de fagon encore plus restreinte, de développement de Poincaré. Cette
généralisation permet d’écrire des AUV avec une bien meilleure précision que
ce qui serait possible avec des développements réguliers. Du coup, et on peut
commencer & le voir avec des applications & des équations différentielles, les
calculs montrent une meilleure précision des approximations pour des valeurs
modérément petites du petit paramétre. On met aussi en évidence des AUV
qui ne peuvent étre obtenues par la MDAR ce qui montre définitivement le
cadre d’applicabilité plus général de cette méthode qualifiée de méthode des
approximations successives complémentaires (MASC) .

La seconde partie, qui concerne I'application a des problémes de couche
limite en mécanique des fluides, illustre parfaitement ce propos avec les
quelques calculs simples qui y sont menés.

La théorie dite de «triple deck » (triple couche ou triple pont) est rappelée
dans le cas incompressible au Chap.7 ce qui permet d’en apprécier les
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limitations un peu plus loin lorsque la formulation de couche limite inter-
active (CLI) est présentée. D’une certaine fagon, les dégénérescences succes-
sives des équations de Navier-Stokes sont indiquées et doivent permettre au
lecteur de comprendre pourquoi tel ou tel choix s’impose. Les applications
portant sur ’adjonction d’un effet d’écoulement rotationnel incident ou sur la
couche limite turbulente mettent en lumiére I’intérét de ces méthodes reposant
sur des approximations uniformément valables. L’appel aux développements
asymptotiques généralisés avec la MASC s’avére particuliérement fructueux et
conduit & des résultats de grande qualité méme lorsque le nombre de Reynolds
n’est pas extrémement grand.

Ainsi, la MASC se révéle étre non seulement un outil pratique attrayant,
mais elle se présente aussi comme une analyse théorique avantageuse car elle
fournit une base cohérente pour justifier et construire les techniques de CLI
dont certaines ont déja fait leurs preuves, par exemple en aérodynamique.
Gréace a la MASC, Panalyse asymptotique des problémes de couche limite est
donc affinée.

D’autres applications en mécanique des fluides peuvent et doivent étre
envisagées. Quelques-unes ont été abordées, d’autres simplement signalées.
Les auteurs pensent toutefois que des avancées intéressantes pourraient étre
obtenues dans des domaines aussi importants que la stabilité, la transition
et le controle des écoulements. Naturellement, si la mécanique des fluides
est au coeur de la rencontre entre les deux auteurs, toute la premiére partie
est indépendante de cette application naturelle et historique. Cette partie
peut donc concerner tous les domaines de la physique, et ceci, chaque fois
que les modéles mathématiques sont construits autour de petits paramétres
susceptibles de conduire & des perturbations singuliéres de type couche limite.
Ces modéles exigent une analyse précise de la structure fine des solutions qui,
si elle n’est pas faite, peut étre préjudiciable a la simulation numérique.

Nous espérons donc que ce livre, outre le bénéfice que pourront en tirer
enseignants et étudiants, incitera des chercheurs & développer ces méthodes
dans les domaines traditionnels de la mécanique des fluides mais aussi de
trouver des applications dans d’autres domaines pratiques. Dans toutes les
disciplines de la physique concernées, trouver une technique asymptotique
originale et concrétement applicable devient une performance qu’il conviendra
d’apprécier a sa juste valeur.
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Equations de Navier-Stokes

On considére un écoulement incompressible de fluide newtonien dans lequel
on néglige les forces de gravité. On suppose donc que les vitesses sont faibles
par rapport a la célérité du son de sorte que le nombre de Mach est trés petit
devant I'unité. On suppose aussi que les variations de température sont trés
faibles devant la température caractéristique du fluide. Dans ces conditions,
I’équation d’état est :

0 = Cte. (L.1)

La masse volumique est uniforme dans I’espace et ne varie pas dans le temps.
Ainsi, pour un écoulement de gaz parfait, ’équation d’état sera bien (I.1) et
non pas ’équation d’état des gaz parfaits.

Avec ’hypothése de fluide newtonien, les tensions visqueuses & l'intérieur
de ’écoulement s’expriment par des relations linéaires en fonction des vitesses
de déformation. En tenant compte de 'hypothése d’incompressibilité, on a :

: (1.2)

ol T est le tenseur des tensions visqueuses, S est le tenseur des vitesses de
déformation et p est le coefficient de viscosité dynamique. On est amené a
utiliser aussi le coeflicient de viscosité cinématique v :

v=" (1.3)

1%

Qi

il

On suppose que les coeflicients de viscosité p et v sont uniformes en espace.
Dans un systéme d’axes orthonormé, 1’expression des tensions visqueuses

est : 5 9
o Uj Uj
Tij = W <8xj + 8@-) ; (1.4)

ol u; représente la composante de vitesse suivant x;.

Les équations de la mécanique des fluides se composent alors de ’équation
de continuité ou équation de la conservation de la masse et de I’équation de
quantité de mouvement qui exprime la deuxiéme loi de Newton [45, 78].
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Sous forme tensorielle, les équations de la mécanique des fluides (équations
de Navier-Stokes) sont :

diva =0, (I.ba)
g% = div(7 — pl), (1.5b)

d -
ol ! représente la dérivée particulaire, p la pression et I le tenseur unité.

Dans un repére orthonormé, ces équations deviennent :

8ui
9z, 0, (I.6a)

8ui+ U_Bui__8p+87ij
ot T, T x| 0wy

(L.6b)

Si I’écoulement est bidimensionnel, stationnaire, les équations sont :

ou  Ov
% + 87/ = 0, (I7a)
ou ou Op &%u 0%u
e = _F - — 1.7b
Qu8x+gv8y 8x+uax2 +M6y2’ (L.7b)
v v D 0% 0%v
AL S L
QUar T oy " Fosz THa (L7)

ol u et v sont les composantes de la vitesse suivant x et y.
En choisissant une vitesse de référence V,. et une longueur de référence L.,
on pose :

v
LT’ L,,,, 'V'r" V,,,, Q'V'??

et on définit le nombre de Reynolds R :

oV L,
-

R

Sous forme adimensionnée, les équations de Navier-Stokes sont alors :

ou oV
ou U op 10U 10
Usx "Vavy ~ “ax T rRoxz TmRave (I.8b)
ov. v ap 1RV 1V
Usx "Vay = "oy TRaxz T RavE (I.8¢)



II

Eléments d’aérodynamique linéarisée
en bidimensionnel

Les problémes traités en aérodynamique linéarisée sont trés voisins de ceux
posés par la solution des équations du pont supérieur dans la théorie du triple
pont. Il est donc utile d’en connaitre quelques résultats.

On suppose un écoulement non visqueux, bidimensionnel, incompressible.
L’écoulement est irrotationnel. Un profil d’aile produit une petite perturbation
de l’écoulement uniforme de vitesse X—/'>Oo [55].

Le systéme d’axes cartésien, orthonormé, est choisi de telle sorte que 'axe
des x est paralléle & la vitesse & ’'infini amont. Les composantes de la vitesse
sont :

_
U=Vl +u,
V =,

ou u et v sont les perturbations de vitesse produites par le profil d’aile.
Les perturbations de vitesse dérivent d’un potentiel ¢ :

d¢
= I1.1
u=12, (IL12)
d¢
= I1.1b
v= 5 (IL1D)
qui satisfait I’équation de Laplace :
Do o _
ozx2 = oy2

Le coefficient de pression est donné par :

_P-Py 2u

p %QVOZO - Voo

Le caractére linéaire du probléme permet de décomposer le profil d’aile

en un profil symétrique épais & incidence nulle et un profil squelettique
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d’épaisseur nulle. Les deux problémes correspondants sont traités dans les
paragraphes suivants.
l l

Le profil est défini dans le domaine —5 <z< 5 Le potentiel de pertur-

bation est :
© = Pe + Ps,

ou l'indice e se référe au profil symétrique épais et l'indice s au profil squelet-
tique.

Les conditions aux limites sont linéarisées de telle sorte qu’elles sont défi-

l l

nies sur le segment (—= < x < —, y = 0). Ce segment porte les singularités qui

permettent de satisfaire les conditions aux limites et qui donnent la solution.

II.1 Probléme épais (cas non portant)

s . : : . do .
La répartition de singularités doit conduire & une composante v = —— discon-

Ay
tinue a la traversée du segment porteur puisque :
0 l l
g; (z,0%) = £V do(2) pour —5 <x< 2

oty = 07 désigne I'extrados et y = 0~ I'intrados, J. désigne la pente du profil
a lextrados.

Ce probléme est modélisé a l'aide de singularités sources d’intensitié
linéique o’ (z) = 2V,od.(x) placées sur le segment porteur.

Le champ de vitesses en tout point (z,, 0%) du profil est donné par :

4+ 1 l/2

) L ) gy, (I1.22)
Vo TJ_1/2 Tp — Xo
+

% = +5.(xp). (IL.2b)

En un point quelconque, en dehors du profil, le champ de vitesses est donné
par :

ue(z,y) 1 /l/2 de(0)(z — x0)
Yelloy) _ 2 [ 0W0)WT 7 T0) 4 1.3
VOO = iy (x — m0)2 n y2 Zo, ( a)
ve(,y) _y /”2 Je(20)
== ———— dxy. I1.3b
Ve w )l aop ey (13b)

On note que, naturellement, la vitesse v est nulle sur 'axe y = 0 en dehors
du segment porteur.
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Le coeflicient de pression sur un profil épais symétrique est symétrique :

Cit (1) = o () = —7”2 De(@0) g

I1.2 Probléme squelettique (cas portant)

La répartition de singularités doit conduire a une composante v = a—w continue

a la traversée du segment porteur puisque, en notant J, la pente du profil :

s
dy

Ce probléme est modélisé a I'aide d’une répartition de singularités tour-
billons 7/ (x) placées sur le segment porteur et telles que :

/2
Vools () = L % 7' (o) dxg

27 —1/2 T — Xo

(z, Oi) = Voods(x) pour ——<z<

DO | =~
DO | =~

Le champ de vitesses en tout point (x,,0%) du profil est donné par :

uf(x "z
V( ») _ ;72§/P), (I1.4a)
+ /2

Vs (2p) _ if Y @0) Voo 4, (IL4b)
Vo 2w —1/2 Tp — o

En un point quelconque, en dehors du profil, le champ de vitesses est donné
par :

us(z,y) Y /l/2 Y (20)/ Voo
= —— ———d II.
Vo 21 )1 (@ — @0)2 + 42 0 (IL.5a)
vs(l'ay) 1 /l/2 (SC B 1’0)"}//(1170)/‘/00
= — dxg. I1.5b
Vo om i (m —20)2 + 12 Zo ( )

On note que la vitesse u est nulle sur 'axe y = 0 en dehors du segment
porteur.

La répartition du coefficient de pression sur un profil squelettique est
antisymétrique :

- 7 (xp)
C;; (xp) = _CpS (mp) = Voop .
Le coefficient de pression sur le profil est relié a la loi de pente du profil
par :
1 /2 Ct(x
5y () = Cp.(z0)

= — dxo.
2] 10 Tp — To
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Remarque 1. Le probléme non portant se résout facilement si ’on se donne la forme

du profil, c’est-a-dire la distribution de la vitesse ve(zp), car on déduit directement

la distribution de sources o’ (x;,). Ce probléme est appelé probléme direct épais (non

portant). Le long de la ligne y = 0, en dehors du profil la valeur de v est nulle.
Dans tout le champ, la pression est telle que :

U
Cp=—2—.
» Ve
Or, on a :
Oy
u = %,
d’ou :

—+o0
/ u(€,y)dé = [p(z,y))2272 =0,

e’}

car ¢(z,y) s’annule quand « — %oco. On a donc :

+oo

oo

En particulier, on a :

—+oo
/ Cp(€,0)dg = 0.

oo

Remarque 2. Le probléme squelettique se résout facilement si I’on se donne la distri-
bution de la pression Cp(xp) sur le profil car on en déduit directement la distribution
de tourbillons 7'(x,). Ce probléme est appelé probléme inverse portant. Le long de la
ligne y = 0, la pression est nulle en dehors du profil. Etant donné que la répartition
de pression peut étre quelconque sur le profil, en général on a :

/2 +oo
/ Cp(é,O)dﬁz/ Cp(€,0)dE #£ 0.

1/2

Remarque 3. On pourrait envisager de traiter le probléme inverse épais en inver-
sant (I[.2a) (voir Ann. III) ce qui permettrait de calculer la distribution de sources
en fonction d’une répartition donnée de vitesse u (ou de pression) le long de la ligne
y = 0. Il faut cependant remarquer que la formule inverse fait intervenir la répar-
tition de vitesse u tout le long de la ligne y = 0 et pas seulement sur le segment
porteur car la valeur de u est non nulle en dehors du segment porteur. En outre,
la distribution de u le long de la ligne y = 0 ne peut pas étre quelconque car son
intégrale par rapport a x doit étre nulle. En pratique, il faut donc utiliser (I1.2a)
pour calculer la distribution de sources & partir d’une répartition donnée de vitesse
u (ou de pression) sur le segment porteur [55]. Une solution peut étre recherchée en
développant la vitesse complexe en série de Laurent & coefficients inconnus, ’allure
du développement étant guidée par les résultats issus de la théorie exacte.

Pour résoudre le probléme direct portant, on pourrait envisager d’inverser (11.4b)
(voir Ann. III) pour calculer la distribution de tourbillons & partir d’une forme
donnée du profil. Cependant, la formule inverse fait intervenir la répartition de v
tout le long de la ligne y = 0 et pas seulement sur le segment porteur car si la
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répartition de tourbillons est nulle en dehors du segment porteur, la valeur de v
est non nulle en dehors du segment porteur. On note aussi que si la distribution
de tourbillons est nulle en dehors du segment porteur, la vitesse v le long de la

ligne y = 0 se comporte en général comme — quand z — =+oo, dans la mesure
T

/2

ol / v (z)dz # 0. En pratique, il faut donc utiliser (IL.4b) pour calculer la
—1/2

distribution de tourbillons & partir d’une forme donnée de profil [55]. Comme pour

le probléme épais inverse, une solution peut étre recherchée en développant la vitesse

complexe en série de Laurent a coefficients inconnus.



II1

Solutions du pont supérieur en théorie
du triple pont

I11.1 Ecoulement bidimensionnel

On considére ’écoulement incompressible défini dans le pont supérieur de la
théorie du triple pont. Les perturbations de vitesse u et v, la perturbation de
pression p, les coordonnées x et y sont rendues sans dimension. Les équations
du probléme sont :

ou Ov
— 4+ — = II1.1
oz " dy 0 (IIL-1a)
ou  Op
= e (ITL.1b)
ov Op
— = ——. II1.1
Ox dy ( )

Ces équations sont identiques a celles de 'aérodynamique linéarisée (Ann. II).
Ici, elles sont & résoudre dans le demi-plan y > 0. Le long de la ligne y = 0,
on peut imposer soit une distribution v(z,0), soit une distribution u(z,0).

A Dinfini, on suppose que les perturbations s’annulent :

u—0, v—0, p—0 quand z— +oo ou y— oo.

L’écoulement considéré est irrotationnel car il s’agit de la perturbation
d’un écoulement non visqueux uniforme. L’équation de quantité de mouve-
ment suivant  montre que p + u = F(y). Or, quand © — —oo, on a p = 0 et
u = 0. On en déduit que F(y) =0 et que p+ u = 0. On obtient alors :

Ou  Op
dy Iy
L’équation de quantité de mouvement transversale donne :

ov  Ou

dx — dy’
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ce qui montre directement que la perturbation de ’écoulement est irrotation-
nelle.

Ci-dessous, les résultats sont obtenus par une méthode de transformée de
Fourier. On pourrait aussi appliquer ceux rappelés Ann. II.

On définit la transformée de Fourier F'(a,y) d’une fonction f(z,y) et la
transformée inverse par les formules :

o~ +m .

F(a,y) =/ flz,y)e ™ da,
+oo .

flz,y) = F(a,y)e* ™ da.

0 ~
La transformée de Fourier de a—f est 2iTraF :
T

—

ch = 2iralk.

Ces formules supposent évidemment 'existence des différentes fonctions
définies : la transformée de Fourier de f, son inverse et la transformée de

: . Of - : . .
Fourier de la dérivée ——. En particulier, on doit avoir nécessairement f — 0

quand |z| — oo. Dans la suite, on a besoin de supposer 'existence des trans-

formées de Fourier de f et de g (f = wou f = v). Ces conditions sont
x

9]
remplies si (condition suffisante) f est continue et si f et a—f sont intégrables
x

en valeur absolue.
A partir des équations dans l’espace physique, on obtient les équations
suivantes dans ’espace de Fourier :

A~

. ~ v
2iTau + —

0,
Y
a = _Z/?\v
N op
2irav = ——p,
Ay
d’ott 'on déduit I’équation pour v :
—4r%a* 0+ — = 0.
La solution est :

7= K1 eQ‘n'ocy +K2 e—27rocy .

Soit Uy la transformée de Fourier de la vitesse v en y =0 :

Bo(@) = 5(a, 0).
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Pour que la vitesse v soit nulle quand y — oo, la solution s’écrit :

a<0 0 = 0y e?™ W,
a>0 U =7Tge "W,
soit :
=1 e—2ﬂ|0¢\y7
et 'on en déduit :
i = —isgn(a)vye 2",

On peut aussi exprimer la solution en fonction de la transformée de Fourier
Up de la vitesse u en y =0 :

7 e*%\(’tly’

<) )

isgn(a)tg e 2loly

Pour revenir & I'espace physique, on a besoin de connaitre les formules

suivantes :
—irsgn(a) e~2mlol = [ :o - in e~2imow 4y
Pour 1 # 0, on déduit :
u(z,y) % /_ ;OC de, (I11.2a)
v(z,y) % /_ :O (I”(’g’%d@ (IIL.2D)
u(z,y) = % /_ zo % d, (I11.2¢)
v(z,y) = —% /_:O W de. (I11.2d)

Dans les formules ci-dessus, on peut bien stir remplacer v par —p. En y = 0,
on obtient les résultats suivants :

+o0 v
u(z,0) = —p(z,0) = l% (£,0) de, (IIL.3a)

T)_ oo —&

v(z,0) = —iyﬁw wE0) e 1¢+w PEO G (rnsp)

—oo .’13—5 TJ -0 ‘/E_f

Tous ces résultats montrent que si 'on connait u(&,0) (ou v(£,0)), on peut
calculer les champs de u et v. Les données ne peuvent pas étre quelconques
puisque, au moins, toutes les intégrales doivent avoir un sens.
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Remarque 1. Si on donne une répartition de vitesse v(£,0) # 0 sur un intervalle
borné, le probléme est équivalent a celui du profil épais symétrique traité Ann. II
(cas non portant). On a alors :

“+oo “+oo
/ udz =0, / pdz = 0.

Ce résultat s’obtient aussi en intégrant directement (III.2a).

Si l'on donne une répartition de vitesse u(£,0) # 0 (ou p(£,0) # 0) sur un
intervalle borné, le probléme est analogue & celui du profil squelettique traité Ann. I1
(cas portant). En général, on a alors :

“+o0 +oo
/ udx # 0, / pdx # 0.

Remarque 2. La solution au probléme posé pourrait étre recherchée dans le plan
complexe en introduisant la vitesse complexe g = u —iv. En effet, on a vu que u et
—u satisfont les conditions de Cauchy. De plus, dans le demi-plan y > 0, la fonction g
ne peut pas avoir de singularité. La vitesse complexe g est une fonction holomorphe
de z =z +1iy pour y > 0. L’application des relations de Kramers-Kronig [3] :

T (2 oo z
Roo) = -1f e s =14

e T—E T o T8

redonne exactement (II1.3a—II1.3b) reliant u et v en y = 0. Ce résultat est valable
si 'on admet que l'intégrale —9_ dz tend vers zéro sur un demi-cercle dont le
z—x

rayon tend vers l’infini.

I11.2 Ecoulement tridimensionnel

Pour les perturbations de vitesse u, v et w, et la perturbation de pression p,
les équations du pont supérieur s’écrivent sous la forme :

% n % n %‘;’ —0, (I11.4a)
% - —%, (II1.4b)
% - _%’ (ITL.4c)
Z—Z) - —%. (I11.4d)

Ces équations sont a résoudre dans le demi-espace y > 0. Le long de la
surface y = 0, on impose une distribution v(z, z,0). Pour les conditions aux
limites, deux cas sont étudiés ci-dessous :

1. Les perturbations de vitesse u, v, w et les perturbations de pression p
s’annulent & l'infini (z — 400 ou y — 00).
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2. Les conditions sont identiques au premier cas sauf pour les perturbations
de vitesse v et w : a 'infini aval, ces perturbations de vitesse ne sont pas

. .., Ov w |
nulles mais on suppose seulement que les dérivées — et — s’annulent.

ox or

II1.2.1 Perturbations nulles a ’infini

On suppose que les transformées de Fourier doubles par rapport & = et z des
perturbations de vitesse et de pression existent. On définit la transformée de

o~

Fourier f(c,~,y) d’une fonction f(z,z,y) et son inverse par :
. +oo +oo )
fla,y,y) =/ / flz,z,y) e Am(aTty2) 4 dz,
— 00 — 00

+o0o +oo )
f(x7 Z, y) = / / f(a’ v, y) eZm(ocx-‘r’Yz) da dy.
—oo J—o0

Les transformées de Fourier des dérivées par rapport & x et z sont données
par :

o~ —~

o .. o+ Of . &
%—217raf7 &—217r'yf.

On prend la transformée de Fourier de (I111.4a), (II11.4b), (II1.4c) et (II1.4d) :

a0

2irai + + 2imyw = 0,
Ay
2irau = —2iwap,
s
2irav = ——p,
Ay
2iraw = —2imyp.

On en déduit une équation pour v :

0%v N
a—y;) —4n%(a? + %) = 0.

Avec les conditions d’annulation des perturbations & I'infini, on obtient :

T=70pe ™ avec R=+/a2+~2,

ol Yy représente la transformée de Fourier de v en y = 0.
On obtient alors :

~ Qo

U= —i—=0ge 2™,

~ LY —

W = —i—vpe 2™,
R

~ L

p=i=0pe 2w Ry
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Pour traduire cette solution dans ’espace physique, on utilise les transfor-
mées suivantes :

. i —27Ry _ 7/ / € —2im(az+yz) dzd
/a2 § 72 ¢ or | o) o (2% + 22+ y2)3)2 € rdz,

—27Ry _ _— —2im(az+yz)
e o /_Oo /_Oo (22 + 22 +y2)3/2 € dzdz,

1y 6727rRy

1 z —2im(aw-+yz)
- = im(az+v2) 4.4
N 27 /700 /,oo (@ + 22+ 4232 ¢ e

et on obtient, pour y # 0 :

6777 0)] (z — &)
+(z=n)%+9?)

N
/ / (x—¢ (5(:7_3’])2+y2)3/2 d¢dn,  (IIL5Db)
i/ [ o

Tzdedy,  (IL5a)

[v( é,n,O)} (z—n)
P (z=n)?+y?)

LT (&, 0] (z = &) dédy.  (IIL5d

Tzdedy,  (ITL5c)

En y =0, on a en particulier :

6777 0)] (z =€)
p(z, 2,0) ?,é §I/£ et (re )2)3/2 d¢dn. (I11.6)

Remarque 3. Le probléme traité dans cette section est équivalent & celui d’une aile
tridimensionnelle de dimension finie symétrique par rapport & y = 0 pour laquelle
la portance est nulle. Les vitesses de perturbations dérivent d’un potentiel ¢. On a :

9y
oz’

+oo
[ wae=prz o

car le potentiel s’annule & I'infini amont et & l'infini aval. De méme, on a :

+o0o
/ pdz = 0.

Ces résultats apparaissent aussi en intégrant directement (III.5a) et (III.5d) par
rapport a x.

u =

d’ou :
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I11.2.2 Perturbations de v et w non nulles a ’infini aval

A Vinfini (z — 00 ou y — o0), on suppose que les perturbations de vitesse u

N v
et de pression p s’annulent. A I'infini aval on suppose seulement que — et

ox

a— s’annulent alors qu’a l'infini amont et aussi pour y — co on suppose que
x

les vitesses v et w s’annulent.
On suppose que les transformées de Fourier suivantes existent :

+oo “+oo
’/LL\(O@’)/,y) = / / U(l’,Z,y) 67217!'(&1*‘1”‘/2) dz dZ,
+oo +o0 )
pla,v,y) = / / p(a:,z,y)e_g‘”(a”“) drdz,
o +oo “+o0 a .
dv(ar,y,y) = / / a—”e—”(%ﬂz) dzdz,
_ X

“+ o0 “+ o0
dw (o, 7,y / / 8w e 2m(erty2) qg 4z,

On dérive ’équation de continuité par rapport a x :

0z2 Oy \ Oz 0z \0x )
Ensuite, on prend la transformée de Fourier de cette équation ainsi que
de (IIL.4b), (I11.4¢c) et (111.4d). On obtient le systéme :

—

Odv
—4r20’0 + n + 217r7dw =0,

2irat = —2imwap,
- o
dv = ——p,
Ay

dw = —2imp.

On en déduit :
0%dv
oy?

—4n%(a® + 72)35 =0.

On pose :
R =+/a?+~2
0
Avec la condition a—v — 0 quand y — oo, la solution est :
x

o~

dv = dvge 2™,
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ou 3;0 représente la transformée de Fourier de la dérivée de v par rapport a
zeny=0.
Orona:

- = C/l;() eiQﬂpRy .

Avec la condition d’annulation de la pression pour y — oo et en intégrant par
rapport a y, on obtient :

p=——dvge
P 2mR
On a aussi :
1 —

U=———dvge 2,

2R
dw = —1—dv e 2Ry

R

D’autre part, on a les transformées suivantes :

1 on R Y 1 2ir(a+72)
e 2mRy e AT YE) dr dz,
/o2 +’72 /—oo/—oo (.’K2+22+y2)1/2
—27Ry __ —2ir(az+vz)
e = — e dzdz,
o /_Oo /_Oo (22 + 22 + y2)3/2

Iy —27Ry 1 /oo /oo Z —2im(az+vz)
———¢€ = — e dzdz.
/o2 + 72 2 oo J oo (xQ + 22 + y2)3/2

La solution dans I’espace physique pour y # 0 est alors :

(€ 1,0)
u=—5- / / N CEDERT: d¢dn,  (II1.7a)

%: 27r/ / o [afin’nﬂzw?)w d¢dn,  (IIL7Db)

% _ 27T/ / - _[ag ’57(72 )}n(y +Z)2)3/2 dedn,  (IIL7c)

(5 1,0)
P= o / / N R d¢ dn. (I11.7d)
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En y =0, on a en particulier :

5 1,0)
p(z, z,0) §£ % N G d¢ dn. (I11.8)

Notons bien que les perturbations de vitesse v et w ne sont pas nécessai-
rement nulles & U'infini aval.

Notons aussi que cette solution se raméne & celle développée dans la
Sect. IT1.2.1 lorsque les perturbations de vitesse v et w s’annulent & l'infini
aval.

Remarque 4. Le probléme traité dans cette section est équivalent & celui d’une aile
de dimension finie squelettique pour laquelle la portance est non nulle. Les vitesses
de perturbations dérivent d’un potentiel ¢. On a :

¢
oz’

u =

A Vinfini amont le potentiel ¢ s’annule mais & I'infini aval, & cause des vitesses v
et w induites par la nappe tourbillonnaire qui s’échappe de ’aile, le potentiel ¢ ne

s’annule pas. On a donc :
“+oo
/ udzx # 0,
— 00

“+oo
/ pdx # 0.

et :
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Théorie du triple pont au second ordre

IV.1 Reésultats principaux

On considére un écoulement stationnaire, bidimensionnel, incompressible,
laminaire sur une plaque semi-infinie.

A la distance L du bord d’attaque de la plaque, la couche limite est per-
turbée, par exemple, par une petite bosse placée sur la paroi. La bosse est
susceptible de provoquer le décollement de la couche limite.

Sous certaines conditions, la théorie du triple pont définit un modéle
capable d’éviter le comportement singulier de la couche limite mais plus simple
que les équations de Navier-Stokes. Il faut bien noter que le modéle décrit les
perturbations de ’écoulement de base.

Les vitesses, les longueurs et la pression sont d’abord rendues sans dimen-
sion & l'aide de grandeurs de référence V, L et oV2. La vitesse de référence
est la vitesse & l'infini amont et la longueur de référence est la longueur de
développement de la couche limite depuis le bord d’attaque de la plaque jus-
qu’a la position de la perturbation. (Fig.IV.1).

L’écoulement est décrit par le modeéle de Navier-Stokes. Dans un systéme
d’axes cartésien orthonormé lié a l’obstacle; les équations écrites pour les
grandeurs sans dimension sont :

ou  Ov
e i, V.1
9 "oy (IV.1a)
ou Ou dp  ,0%°u 0%
- = _F - V.1
“ax+”ay 8x+€ 6x2+ oy?’ (IV.1b)
v Ov dp 0% 0%
G, 200, 200 V.1
Yor ey T oy T a2 T gy (IV.1e)

ol u et v sont les composantes de la vitesse suivant les axes x et y; 'axe y
est normal & la paroi; p est la pression.
Le nombre de Reynolds est défini par :
oV L

R="7,
"
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Y

L

Fig. IV.1. Ecoulement sur plaque plane déformée par une bosse

LR%?/B

Pont supérieur

LR
Couche limite Pont principal
LR /2

incidente

Pont inférieur LR5/8

S/ S S S S

Fig. IV.2. Structure en triple pont

et le petit parameétre ¢ est :

Autour de la bosse, I’écoulement perturbé est structuré en trois ponts
indiqués Fig. IV.2 : un pont inférieur, un pont principal et un pont supérieur.

Les échelles de longueur longitudinale et transversale de la region pertur-
bée sont de 'ordre de LR ~3/8. A I’intérieur de la région perturbée, trois ponts
sont identifiés. L’épaisseur du pont inférieur est LR /8 les effets visqueux
y sont importants. Le pont principal est le prolongement de la couche limite
incidente. Son épaisseur est LR~'/2 et les effets visqueux y sont négligeables
(pour les perturbations). Dans le pont supérieur, les effets visqueux sont né-
gligeables ; son épaisseur est LR ~3/8.

La théorie du triple pont décrit par exemple I’écoulement autour d’un
obstacle dont la hauteur est de 'ordre de LR /8 et la longueur est de I'ordre
de LR~3/8. 1l est essentiel de bien noter que les dimensions de l’obstacle
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varient avec le nombre de Reynolds et tendent vers zéro quand le nombre de
Reynolds tend vers l'infini.
Dans chacun des ponts, les variables suivantes sont utilisées :

Pont supérieur : X = e 3/4(z — x0), Y* = e~%/4y, (IV.2a)
Pont principal : X = e %4z — 1), ¥ = &1y, (IV.2b)
Pont inférieur : X = e~ 34(z —z0), ¥ =& %4y, (IV.2¢)

ou zog = 1 est la position de la perturbation.
L’écoulement non perturbé est donné par la solution de I’équation de
Blasius :

2" + ff" =0 avec Up(x,Y)=f'(n) et n=Yaz~ /2
et I'on sait que :
f=n—pFo+TEP quand Y — oo,
ou :
7= %ﬁox_l/z +TEP quand Y — oo.
On sait aussi que :
Uy =AY +0(YY) quand Y —0 avec = gz~ /2.

Les développements appropriés dans chaque pont sont :
— Pont supérieur

u=1+eV2U(X, V") + 34U (X, Y*) + -,
v = 61/2‘/1*()(, Y*) +63/4V2*(X,Y*) T
p=ePP(X,Y") + P, Y ) 4
— Pont principal
u="Uo(Y)+ U (X,Y) +PUa(X,Y) + -,
v=ePV(X,Y) + V(XY ) + -,
p=e 2P (X,Y)+ Py (X,Y) + - .
— Pont inférieur
w= AN 4 AT (X, T) + 2T (X, T) 4 -,
v=e¥V(X,Y) +eVa(X,Y) + -,
p=c2P(X,Y) + 1 Py(X, V) + -
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Les équations dans les différents ponts sont :

— Pont supérieur

- Ordre 1
ouy  ovyr 0
ox  oyx
ouy _8P1*
oX  0X’
oy _8P1*
0X oY+’
- Ordre 2
ouy  ovy 0
X  ayx 7
oy _8P2*
oxX  oXx’
vy _8P2*
0X oY+’
— Pont principal
- Ordre 1
vy o _
oxX oy 7
8U1 8U0 .
U067 + VlaT — 0,
oP;
67}/ - 0.
- Ordre 2
Uy  OVy
ax Ty
oU, Uy 8P1 oU;y
Uoox T2y = ax Uiax
Vi _ 0P
Yox ~ oy
— Pont inférieur
- Ordre 1
ox gy
< =N\OU |~ v\
(ho¥ + 1) et ()\o-l-af/) S
on _,,

oYy

Vi

opP,

X

o,
oy’

02U,
oy?’
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- Ordre 2
ox oy
U, -~ U, ~ 90, ou,\  oP
(Y + ) aX+V&7+U26X </\0+3y>__8X
oYy

Dans le pont principal, la solution a l'ordre 1 est :

dU,
= A (X)UH(Y) avec UHY) = T;’
Vi = -A1(X)Up(Y) avec Aj(X)= (31’;1(1,

ou la fonction A;(X) est une inconnue du probléme.
A Pordre 2, la solution dans le pont principal est :

A2
Uy =—P(1+&)+ AU} + ?1@,

dP;
dX

Py = H(X) + Az 22f" + ff' —2)o),

Vo= ——(Y +&)— AUy — A1 AW

92U,
Y2

291

3

ol Ay(X) est la fonction de déplacement de second ordre ; ¢’est une inconnue
du probléme. La fonction H(X) est obtenue par le raccordement avec le pont

inférieur.

Les fonctions @ et ¥ sont obtenues comme solutions des équations :

U —Uld =1-Uy+ YU,
U’ — U = —(U})? + UgUY,
avec :
do dy
=, W=
dy”’ dY
Les fonctions @ et ¥ sont :

C1-—Uy+YU!
?(¢) = Uo / —r Y.

CUU”* U’ 2
W(Q:Uo/ — OUQ( 0) ay.
0o 0
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D’aprés les équations pour @ et ¥, on obtient :

1
(15%7)\—+0(Y) quand Y — 0,
0

U >=X+oY) quand Y — 0.
On a aussi :
U, =2 —-P,+TEP quand Y — oo,
Vo2 (Y—— — A5)+ TEP quand Y — oo,

P, H(X)+ AV (Y — (Bo+2X\)) + TEP quand Y — oo,
Ugg)\oA27P1+"' quand YHO,

L 1dp
VQ:—/\—Od—X—)\OAlA’l—i—~-~ quand Y — 0,

Py(X,0) = H(X).

Le raccordement entre les différentes ponts donnent les résultats suivants :

dim U; = AAy,
Y —oo
lim Uy = oAy — P,
Y —oo
Pi(X,0) = P (X),
Pi(X) = Pi(X),
Py(X,0) = P(X),
P5(X,0) = Po(X) — AY(X)(Bo + 20),
V' (X,0) = A (X),
V5 (X,0) = —A5(X)

On en déduit que :
Py _(“)U{‘(XJ))

dx 0X
La solution du pont supérieur donne notamment :

oo L[ (X —OPi(€)
”“KY)‘%[ma>oLQw>

Ainsi, la loi d’interaction est :

AQ(X):_E?[OO Pi(§) de.

S de.
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IV.2 Modéle global pour le pont principal et le pont
inférieur

La perturbation de I’écoulement de base désigné par 'indice « 0» est recher-
chée sous la forme :

u(z,y,e) = U(x,Y) + /U (X, Y.e),
v(z,y,e) =eVo(z,Y) + e2V(X,Y¢),
p(a,y,€) = Py(x,Y) +e'/*P(X,Y,e).

En portant ces développements dans les équations de Navier-Stokes et en
tenant compte des équations de la couche limite de Blasius, on obtient :

ou oV

87 + 87 = 07 (IV.?)a)
Uog% +V% gl/4 (Ugg +V§§i) 4 3/4 (U?)UO Vogg)
oP 0*U 5
_ 751/467 +e 3/4ay2 +O(€o/4), (IV.3b)
WV (Y OV, s (O, OV
Uoax ¢ <U8X+V8Y> Vv Yooy
_ -
_ 7571/4275 Jr€3/4% +O(55/4). (IV.3¢)

Pour le pont principal, le développement régulier est :

U(X,Y,e) = Ui (X,Y) + e AUs(X, V) + - -, (IV.4a)
V(X,Y,e) = Vi(X,Y) + /4 1(X, V) + -, (IV.4b)
P(X,Y,e) = PI(X,Y) + e /AP (X,Y) +---. (IV .4c)

Pour le pont inférieur, le développement régulier est :

U(X,Y,e) = U (X,Y) + e/ Us(X, V) +- -, (IV.5a)
V(X,Y,e) =/ (X, Y) + e/ Vo(X,Y) + - -, (IV.5b)
P(X,Y,e) = P(X,Y) +e/*Py(X,Y) + - -. (IV.5¢)

En portant ces développements dans (IV.3a-IV.3c), on retrouve exacte-
ment les résultats de la théorie du triple pont au second ordre dans le pont
principal et dans le pont inférieur. Les conditions de raccordement entre le
pont principal et le pont supérieur sont également identiques.
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En fait, pour retrouver les résultats du triple pont au second ordre dans
le pont principal et dans le pont inférieur, on peut utiliser un systéme plus
restreint que (IV.3a-IV.3c¢) :

ou v
(97 + 87}/ =0, (IV.6a)
OU  —dUs (00 00\  ,0P  ,,0°T
UO—aX + V—dy +e U—aX + V—aY =l ex te o (IV.6Db)
oV 0P
Uogy == oy (IV.6¢)

En portant les développements (IV.4a-IV.4c) et (IV.5a-1V.5¢) dans ces équa-
tions, on retrouve les résultats du pont principal et du pont inférieur au second
ordre. Les conditions de raccordement entre le pont principal et le pont supé-
rieur sont également identiques.

Il faut noter aussi que l'on a :

op,
oY
op _ 9U{(X,0)
0X ox
o
oY
Y
Pour retrouver les résultats du pont principal et du pont inférieur au

premier ordre, le systéme suivant est suffisant :

ou v

37 + (()"7Y = 0, (IV?&)
U  —dUy | 4 (00  —0U\ _ 4,,0U;(X,0)
U08X+de+s U6X+V(')Y =c X
0*U
3/4
+€3/ Sy (IV.7b)
9P _,, (IV.7¢)
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Etude du comportement d’un développement
asymptotique

V.1 Pose du probléme

On considére un probléme singulier dans lequel deux régions significatives ont
été mises en évidence. Le domaine de définition de la fonction étudiée est tel
que = > 0. On suppose que la singularité est située au point x = 0. Dans la
région extérieure, la variable appropriée est x et dans la région intérieure, la
variable appropriée est X :

T
X =—— avec v=<1.

v(e)

Les développements extérieur et intérieur sont :

@0 = E0¢ = 261 (E) Y2 (.17) 5 (Vl)
D= B0 =30, (€)1 (), (v2)

ou, par définition, Eg et E; sont des opérateurs & l'ordre §,,.
Quand z — 0, chacune des fonctions ¢; (x) se comporte comme :

pi (1) = 3 s Ai; () + 0[Aum, (2] (V.3)
j=1

ol a;; est une suite de constantes et, avec p et g réels, A;; est une suite de
fonctions de jauge telles que :

Ay (@) = P (m i)q . (V.4)
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On souhaite démontrer que :

Eq E1 &9 = E1 Eg Do,
EoE; & = Ey B &,.

Dans ce qui suit, seule la démonstration de la premiére égalité est donnée.
Une démonstration analogue s’applique a la deuxiéme.

V.2 Etude des fonctions de jauge

Dans une premiére étape, on montre que :

ou Ej et E] sont les opérateurs extérieur et intérieur a l'ordre §* tel que
0*(e) =X L.

Démonstration. Pour simplifier ’écriture, on pose :

Naturellement, on a :
Ej Alz) = Al), (V.6)

et pour déterminer E] A(z), on forme d’abord A(vX) :

AWX) = (vX)P <ln ;{)q

e () (125

InX
On étudie cette fonction pour ¢ — 0. En supposant que Wl < 1, ce qui

1%
est toujours possible si v est assez petit pour une valeur fixée de X, on peut
faire un développement en série de Taylor du dernier terme du membre de
droite :

AWX) = (vX)P (mi)q [1 X <1DX>n+---] . (V)

Int Ini
14 v

ol a, est le coefficient non explicité du terme correspondant et n est un entier
positif.

Suivant la valeur de p, deux cas se présentent.
Premier cas : p < 0. Pour toutes valeurs de ¢ et n, on a :

N\
vP (ln ) — o0 quand v — 0.
v
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Pour calculer E] A, il faut donc garder tous les termes de la série appa-
raissant dans le développement (V.7). On a donc :

E] A(vX) = A(vX),
soit, en variable x :
ET A(wX) = A(a),
et bien stir, on en déduit :
E E] A(x) = A(x).
Finalement, on a :

E{E] A(z) = E] Ej A(2).

Deuxiéme cas : p > 0. Deux éventualités se présentent suivant l'ordre de
1\“ .

grandeur de v” <1n ) par rapport & celui de §*.
v

q

1
Premiére éventualité : vP (111 ) < §*. D’apreés Dexpression (V.7), le
v

terme asymptotiquement le plus grand du développement de A(vX) est
asymptotiquement plus petit que *. On en déduit :

E] A(z) =0,
et donc :
E;E] A(z) =0.
On a encore :

E; B! A(z) = BT B A().

1 q
Deuziéeme éventualité : v* (ln ) = 0". Dans la série de (V.7), on retient
v

les termes dont I’exposant est tel que :

1\ "
P (ln ) = 0*.
v

Supposons que ceci soit vérifié pour n < N. On en déduit :

B A(wX) = (vX)? (m i)q [1 X (ln)f)N] .

ln% In ”
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Pour calculer Ej E] A, on passe en variable x :

1\? Inz+1Ini Inz+n\"
El AwX) = (z)? {In = l—g——t At day | ——12
v In = In

v

_(x)p lnl ! 1— 1+h17$ + -4« 1+1I17.13 v
- v ¢ ln% N ln% '

Dans cette expression, le terme asymptotiquement plus petit est d’ordre

1\ N
(ln ) . Compte tenu que :

v
1\
P (ln ) =0,
v

on déduit que :

car p > 0. On a donc :

N 1\? Inx Inz\"
E{E] A(z) = ()P (In — l—q(l+— |+ Fan |1+ —5 .
v In In

Finalement, on obtient :
Ej E] A(z) = E] Ej Ax). (V.8)

Ceci termine la démontration de 1’égalité (V.5). O

V.3 Etude du développement extérieur
On souhaite maintenant démontrer que :
Eq1 Eo @9 = Eo E; §g. (V.9)
Démonstration. Bien sir, on a :
Eq @9 = &q.

On veut calculer E; @ et donc en particulier E; 6;(¢)pi(z). On définit
alors un opérateur intérieur E; a l'ordre J; tel que :
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Comme §,, < §;, on a :

=

;i S 1.
On en déduit :
E1 6i(e)pi(z) = bi(e)Ereps(x).

D’aprés le comportement (V.3) de ¢; au voisinage de 2 = 0, on obtient :
Eipi(z) = Z ai;B1A:5(z), (V.10)

ot 7m; est tel qu'on est str de retenir dans A;;(v(¢)X), pour tout j, tous les
termes asymptotiquement plus grands ou égaux a §;.
Pour calculer Eg E; &g, on a besoin de Eg E; d;(¢)pi(z), or :

Eo El 51(6)@1(1’) = EO 51(6)E1§01(1')
On définit opérateur extérieur Eq & I’ordre §;, d’otl :

Eo (Si(E)Eltpi(l‘) = 51(€)E£E1@1($)

= 51 (E) Z aijE()ElAij ({E)7
j=1

soit :

EQ E1 51(5)<)02(.’E) = 51(6) Z aijﬁoﬁlAij (.’E) (V].l)
Jj=1

D’autre part, calculons E; Eq 0;(¢)¢;(z). Compte tenu que :
Eo di(e)pi(x) = di(e)pi(z),
on obtient :
E1 Eo di(e)pi(z) = E1 0i(e)pi(x) = 6;(e) Erpi (@),

ce qui donne avec (V.10) :
E1 Eo 6i (E)(pi (.’13) = i(E) Z aijﬁlAij (.’L‘) (V.12)
Comme 6; < 1, d’aprés le résultat (V.8), on peut écrire :
E()ElAij (.’E) = ElﬁoAij (.’E) = ElAij (.’E),

soit finalement, en comparant (V.11) et (V.12) :

EoEq 51(6)902(55) =E; Eo 5i(5)(pi(x)’
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et donc :
EoE1 P9 =E1 Eq9y.0 (Vl?))

Un raisonnement analogue & celui mené pour le développement extérieur
conduirait au méme résultat pour le développement intérieur :

EoE; &, = B By 4. (V.14)



Solutions des problémes

Problémes du chapitre 2

2.1.
1. Les solutions exactes sont :
_ —ex Ve2 44
-
On obtient :
2
W _q_SL 5 L.
x 2 + 3 +
2
@ __1_5_% ...
T 5 3 +

2. On examine le processus itératif :
Ty, =1 —ex,_1.
En partant de zg = 1, on a :
T =vV1—e.

Avec un développement limité, on obtient :

IS
.%'1:1—5

L’approximation suivante est :

To = 175(172).
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Avec un développement limité, on a :

—1+} 54—i E 54—i 2+
=Ty 2)7%8 2

A Tordre €2, on a :
2

1 € i €
rTo=1—=-+ —.
2 28
De méme, en partant de g = —1, on obtient :
2
€ e €
Zo y T % T2 57 %

3. On pose :

T =x0+er + 2w+ .
et 'on remplace cette expression dans I’équation initiale, en supposant que
cette procédure est licite :

(zo+exy +e2wg+ - )2 +e(xo+ery +eag+---)—1=0.

On développe le carré et 'on identifie les termes de méme puissance en €. On
obtient :

:cg -1=0,
2x9x1 + 209 = 0,
x? + 2x9x9 + 1 = 0.

En partant de o = 1, on a :

1
xg =1, xlzf? :172:§.
En partant de zo = —1, on a :
1 1
rg=—1, x1= 5 To = ~3
4. On pose :

xr =z + 01(e)x1 + 02(€)22 + - - -,
et I’on remplace cette expression dans 1’équation initiale :
(zo + 61(e)a1 + G2(e)aa + -+ )2 4 & (wo + 61 () + da(e)za +---) — 1 = 0.

Au premier ordre, on a 22 — 1 = 0. L’ordre suivant est ¢ ou §; suivant I'ordre
relatif de 'un par rapport a l'autre. Le choix qui s’impose pour avoir un
résultat significatif est §; = € ou, tout au moins §; doit étre du méme ordre
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que ¢ c’est-a-dire avoir le méme comportement que € quand € — 0; par souci

de simplicité, on prend §; = €.

L’ordre suivant est 6 ou 2. Comme précédemment, un résultat significatif

n’est obtenu qu’en prenant dy = 2.

On a donc une méthode constructive pour définir le développement des
racines de ’équation.

2.2,

1. La solution exacte est :

B —1++1+4e
o 2 '

Le développement s’écrit :
tW =1—e+22+...,
1
.’L‘(2) :_7_1_|_€_|_....
€

2. Le premier processus, avec xg = 1, donne successivement :

z1=1—¢, x2:1—5—|—252+~--.
1 .
Le second, avec xyp = ——, entraine :
€

1 1
gy =—=—1, Tp=—-—ldet---.
3 3

3. On pose :
20 = x(l) + ax(l) 2 (1) 4.

On reporte cette expression dans ’équation initiale :
( M 4 et 4 g2 M +) 2Vt 42V 4 1=
En identifiant les puissances de &, on obtient :

a2 —1=0,

(0 =0,
2:rél)x§1) + xgl) =0,

d’ou :

a:(()l) =1, xgl) = -1, xél) =2

Pour 'autre racine, on pose :

2 ,
22 =g 22 4 eal® 4
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On remplace cette expression dans I’équation initiale :
e , RN ,
€ ?14— ()+6x() - +?1+xé)+sx(l) e —1=0.

En identifiant les puissances de &, on obtient :
(z (2)> + 33( ) _
2272 + 2 —1 =0,
(ng)) +2$(2) (2 )—i—x( ) _ 0,

d’ou :

2.3.

1. La solution exacte (complexe) est :
f . ei)\r _|_6 e—iAm
On impose les conditions aux limites en x = € et x = 7. On trouve :

nm

a=—fe 2 et N= ,
T—¢€

avec n entier, n > 1 puisque 'on a supposé A > 0.
Le développement par rapport a e fournit, en prenant la solution réelle :

f=A {sinnx+eﬁxcosnx—encosmﬁ} 4+
™
et :
A=n [l ]+
T

2. En portant les développements proposés pour f et A dans I’équation initiale,
on obtient :

(2900_’_)\ wo =0,
et :
d2
d22 "+ A1 = —2X0 10,

La condition limite en x = 7 donne :

wo(m) =0, @i(m)=0.
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La condition limite en x = ¢ donne :

d
00(0) + 6%(0) e (0) + - = 0.

On obtient donc :
0)=0 0) = ———=(0).
©0(0) , »1(0) dz (0)
On en déduit que la solution pour ¢ est :
o = Asinnz, M =n,

avec n entier n > 1; A est amplitude arbitraire de la solution pour € = 0.
Le probléme & résoudre pour ¢; est donc :

d2
dﬁl +n?p; = —2n\ Asinnz,  ©1(0) = —nA, @i(7)=0.
x
On trouve : n
p1 = Ksinnx — nAcosnzx + — Az cos nx,
™
et :
A= 2
v

Apparemment, rien ne permet de fixer la contante K sauf si 'on admet que
I'amplitude du terme en sinnx doit étre indépendante de ¢ ; alors K = 0.
A Dordre ¢, la solution est :

p = Asinnz 4+ ¢ |—nAcosnx + EAaccosmc} +oeey
v

et :
)\:n+gﬁ+...
e

On retrouve le développement de la solution exacte.
2.4.

1. En reportant le développement proposé dans I’équation A 1) = 0, on obtient
les équations pour ¥g et ¢y :

Aw(]zoa A¢1:0

Loin de 'obstacle, I’écoulement est uniforme ; cet écoulement est caractérisé
par ¥ = Uyy. On a donc :

r—oo : Pg=Usxrsinfd et ; =0.

Le long de 'obstacle, on a ¥ = 0, ce qui se traduit par :

Yo [a(l — esin®0), 0] + ey [a(l — esin®0),0] + -+ = 0.
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Les fonctions doivent étre développées au voisinage de r = a. On obtient :

Yo(a,0) + ¢ |11 (a, 9)—asm 9( 81/;‘0>T_a:| 4+..=0.

On déduit :

’l"

Yo(a,0) =0 et (a,0) = asin? 9( ¢0) .

On en déduit que la solution pour ¥y est celle de ’écoulement autour d’un

cylindre circulaire :
2
Yo = Use <r - “) sin 6.
r

1
¥1(a,0) = 2Uasin® § = 3 so@(3sind — sin 36).

On obtient alors :

2. La solution générale de I’équation A i1 = 0 avec la condition v, = 0 quand
r — 00 est Y b,r "sinnd avec n entier, n > 0. Pour respecter la condition

en r = a, on sélectionne n =1 et n = 3 avec b; = % wo? et by = —% oat,
d’ou :
2 U 3
b=Usp [r— L ) sing+e2=2 (3%6ing— L sin30) +
r 2 T r3
On a bien :

1
P1(a,d) = 5 Usoa(3sin @ — sin 36).

3. Le module de la vitesse en un point quelconque du champ est :

2 2
V:\/u2+02:\/(?f> +7‘12<gzj> :

Apres calcul, en ayant soin de développer les fonctions qui interviennent au
voisinage de r = a, & la surface de I'obstacle, on obtient a ’ordre ¢ :

V =Uq(2sin + esin 36).

2.5.

1. Les quantités sans dimension sont :
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Le probléme devient :

0% P

0x2 o0y @

avec les conditions aux limites ¢y =0enr=1et ¢ — y+ %Eyg quand r — oo.

2
A linfini amont, on a w = fa—U = 7871/) = —2¢ey, et :
9y dy?
L3
y=1v-zey".

La premiére approximation, obtenue avec ¢ = 0, est y = 1. En poursuivant
I'itération, on a :

y=v - ze0® +O(E),
et :
w= -2+ %a%/ﬁ’ + O(e34).
2. En portant le développement :
Y=1vo+ePr+--
dans ’équation pour % on obtient :

AwO:O et A¢1:2¢0

La condition ) =0 enr =1 donne Yo =0enr=1et ¢y =0enr =1.
La condition ¢ — y + %Ey?’ quand 7 — oo donne :

Yo —y quand 1r — 00,

et :
L 3
P — gy quand 7 — o0,
soit :
Yo — rsinf  quand r — oo,
et :

3

1
P — gr sin®f quand 7 — oco.

La solution pour v est la solution d’un écoulement uniforme attaquant
un cylindre circulaire, c’est-a-dire :

¢0 = (7" - 1) sin 6.
r
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On déduit I’équation pour v :
1\ .
ANy =2 (r — ) sin 6.
r

Une solution particuliére de I’équation :
Ay = 2rsinf

est %r?’ sin® #. Une solution particuliére de ’équation :

AN = _2 sin 0
r
est —rInrsinf. La condition ¢ — %7“3 sin® # quand 7 — oo est déja réalisée
par la premiére solution particuliére. On ajoute la solution Y b,r ™sinf de
I’équation sans second membre qui respecte les propriétés de symétrie et qui
donne v; — 0 a l'infini; dans cette solution, on sélectionne n =1 et n = 3
pour assurer la condition de glissement a la paroi (¢» = 0). On obtient :

1. 1 11
P = grdsin?’@ —rlnrsing — ir sin 6 + 12,3 sin 36,

d’ou finalement :

1 1 11 11
) = (7"— 7“) sinf+¢ [3r3sin39—rlnrsin9— ir sinf + 1273 sin36|+---.

Quand r — oo, on observe que 7 introduit un terme parasite en r Inr qui

ne tend pas zéro. Ce terme est petit devant le terme en 73 sin® 6 mais il croit

plus vite que le terme 7 sin 6 issu de vy. En fait, ce terme est a I'origine d’un
probléme singulier. En poursuivant le développement comme s’il s’agissait
d’un probléme régulier, & l'ordre suivant, il n’est pas possible de trouver une
solution qui se comporte correctement & ’infini.

Problémes du chapitre 3

3.1.
l.Sur0<z<1l,y=¢€";surl <z <2 y9=0.

X
2.xozl;é:\/{?‘;Y(J:Bfe’t2 dt + C.
0

o] ) X
1 1
?).e:—B/e_s2 ds—l—C’;OzB/e_s2 ds+C;Yy=¢e 5——/6_’52 dt
T
0 0 0

Voir le tracé de la solution sur la Fig.S.1.
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X
1 1
4.5ur0< 2z <1, yp =" —e f—i——/e_t2 dt
2 ™
0

X
1 1 2
Sur 1<z <2 ypp=e 5_\/77/6 dt
0
3.2.
1. En dehors de toute couche limite, la solution est :
C
yo() = 1+ ax’
solution de 1’équation :
dyo
1 — =0.
1+ ax) iz + o
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2. Pour a > —1, on a 1 + ax > 0. Il existe une couche limite en z = 0 dont
x

Pépaisseur est € car (1+ ax)|z=p > 0. Si 'on pose X = —, I'équation pour Yj
€

est :
d?y, dYy,

axz Tax %

dont la solution vérifiant la condition Y;(0) =1 est :

Vo(X)=1+A—Ae .

Par ailleurs, yo(1) = 1 entraine C' = 1 + . La condition de raccord donne

A=oq.
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Finalement, on a :

1+ o
bolw) = 1+ az’
Yo(X)=14a—ae ¥,
I1+a _x
Yapp = 1+am_ae '

x
3. Il existe deux couches limites, 'une en x = 0 avec X = — et 'autre en
€
1—x 1
x=1avec X* = ——. En effet, pour x < ——, on a 1 + azx > 0 alors que
«

1
pour z > ——, on a 1 + ax < 0. Comme yo(x) =0 pour x = ——, yo(x) = 0;
!

on a aussi Yp(X) =1+ A — Ae X alors que Y;(X*) =1+ B — Bell+a)X”
est solution de :
d?yy dyYy
dx*? dXx+=
Le raccord asymptotique donne A = —1 et B=—1 d’ou :

—(1+a) =0.

Yapp = e X 4 ellHa)XT

3.3. Compte tenu des conditions aux limites, la solution exacte est :

X 2
/ et dt
XY 4 (e /(20 ) o

TivE L
/ et dt
0

Le développement pour € — 0 a z fixé dans le domaine 0 < z < 1 donne :

y=e

2 51/2
Yy=—F=
Vrl—uz

Ce développement indique une singularité en x = 0 et une autre en x = 1 car
les conditions aux limites en ces points ne sont pas satisfaites.

4+

Pour établir le changement de variable au voisinage de z = 0 d’aprés
I’équation initiale, on pose :

On obtient :
e d%y n 1-6X dy
02 dz? 0 dX
Pour restituer la couche limite, il faut conserver le terme de dérivée
seconde. On compare alors ce terme aux deux autres. La solution § = £'/2 ne

y=0.
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convient pas car il y aurait un seul terme dominant qui est celui de la dérivée
premiére. On doit prendre ¢ = ¢.

Pour établir le changement de variable au voisinage de x = 1 d’aprés
I’équation initiale, on pose :
1—2
X = .
6(¢)
On obtient :
e d?y dy
— —X—= —-y=0.
srax?  “ax Y

Le choix 6 = £!/2 g’impose. On note que I’équation initiale ne se simplifie pas
pour I’étude de la couche limite au voisinage de z = 1.

Problémes du chapitre 4

1
41.1> ——>»¢c" > —clne > e¢.
Ine
4.2.1°) o =0(1); 2°) ¢ = Og(e); 3°) ¢ = o(1).
4.3.
1. e = 14 O(e) : cette approximation est uniformément valable dans le

domaine 0 < z < 1, méme pour x = 0 car alors e*® = 1.

2. o O(1) : cette approximation n’est pas uniformément valable dans
T+e

1
le domaine 0 < x < 1 car pour x = 0, la fonction est — qui n’est pas O(1).
€
3. e~%/¢ = o(") pour tout n > 0 : cette approximation n’est pas uniformé-

ment valable dans le domaine 0 < # < 1 car pour z = 0 on a e~ */¢ = 1 qui
n’est pas o(e™) pour tout n > 0.

4.4. Le développement direct de ¢ s’écrit :

20 —1 o, (2r—1)\"
p=1—c¢ +e o
1—=x 1—2

Ce développement n’est pas valable notamment dans le domaine 0 < A&
<1-—xz < Aseou Ay et A sont des constantes indépendantes de ¢.

On peut écrire :

1 1 1
L4455 -2 1445, 2%

l1—z

gp:

d’ou le développement :

2
_ 1 14 2e n 2e n
L g 1+ = 1+ =

x x l1—z
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Ce développement est valable dans tout le domaine 0 < z < 1; c’est un
développement généralisé.

4.5. Une premiére intégration donne :

En répétant les intégrations par parties, on obtient finalement :

i) = & [1—;+;2+-~+(—1)”m} +(—1)”+1(n+1)!/;o "

T xn tn+2
On a .
o0 ef 7I o0 1
/w e dt <e /z e dt,
soit : - .
e~ e’
dt < .
/ gnt2 (n+ 1)ant!
On a donc :
e 12 L (n—1)! 1
Biz)=— 1- =4+ = g ()12l L o(—
@)= [1- g S e B o)

On a donc bien formé un développement asymptotique pour z grand.
On pose :

R, (z) = (—1)"n!/ proe dt.
x
L’expression de R, (x) indique que :
|R,(z)] — oo quand n — oo avec z fixé.

D’aprés les calculs précédents, on a :
|R(z)| — 0 quand & — oo avec n fixé.
La série est divergente car le rapport, en valeur absolue, de deux termes
successifs est n/x de sorte que le rayon de convergence est :

1
— = lim —=0.
T noocom

Le tableau et la Fig. S.2 donnent ’approximation ainsi obtenue pour x = 3
suivant le nombre de termes du développement.

4.6. Le changement de variable X = x/4 donne I’équation :

ed?X?+6X —1=0.
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déeveloppement

[
T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
1 2 3 4 5 6 7 \i 9 10
_1 —

Fig. S.2. Approximation de la fonction ze® E1(z) pour z = 3

Tableau S.1. Approximation de la fonction z e® E1(z) pour x = 3

n 1 2 3 4 5
développement 1. 0,66667  0,88889 0, 66667  0,96296
n 6 7 8 9 10
développement 0,46914 1.4568 -0,84774 5,2977 -13,138

1. § <1 :impossible car le terme -1 reste seul.
2. § = 1. L’équation devient X — 1 = 0. On trouve la racine réguliére.

3. 1 <6 < e 1. L’équation se réduit & X = 0. Cette solution ne convient
pas.

4. § = e~ 1. L’équation se réduit & X2 = 0. Cette solution ne convient pas.

5. § = e~1. L’équation devient X2 + X = 0. La racine X = —1 est signifi-
cative.

On choisit le développement sous la forme :
1
T = —g—&—xl + 2o+ -,
On reporte ce développement dans I’équation initiale :
1 S
E(—E—f—.’lfl —|—.Z‘2€+~'-> —g+$1+l‘25+"~—1:0.
L’équation & l'ordre 1 s’écrit :

—331—1:0.
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On en déduit z; = —1. A lordre ¢, I’équation devient :
1-— T = 0.

On déduit x5 = 1. Ce résultat peut étre vérifié avec la solution exacte.
4.7.0n a:

flz(e)] = exp(e > + 2+ €7),
d’ou :

Flee)] = expl(e™) (142 4 7t 4 --0).

1
Si 'on retient seulement z = —, on obtient :
€

f = eXp(572)’

ce qui n’est pas le terme dominant du développement de f [z(¢)]. Il faut donc
étre trés prudent quand on calcule des développements imbriqués les uns dans
les autres.

Problémes du chapitre 5

5.1.
1. Si:
y(w,e) =yi(x) + -,
on a :
yi(e) = —e,

et la solution est singuliére & ’origine.
On introduit la variable X = x /e, ce qui donne ’équation :

Y
(1+X)3—X+(1+E)Y+5XY:O,

Y(X,e) = y(z,e).
Si
Y(X,e) =V (X)+---,

avec la condiion limite Y =1en X =0, on a :
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Or, a 'ordre 1, on a :
EoE1 Y7 =0,
alors qu’a 'ordre ¢, on a :
EoE, V) = =
x

Ceci laisse supposer que le développement extérieur est tel que :

y(z,e) =eya(x) + - -+
Si I'on pose :

Y(X,e) = Yi(X) +eYa(X) +---

)

on trouve :
X
Yo( X)) = ——
2(X) = -1 %
ot l'on a supposé que Y2(0) = 0.
On a donc finalement, & U'ordre € :
B
Eoy=e—e™ %,
T
1 eX
Eiy=-—— — .
eI XY T 1+ x

L’application du PMVD permet de trouver :
B =1,

et, a cet ordre, 'AUV s’écrit :

€ 1+¢
w = —(e7" —1 .
Ya = (e )i x

315

2. La MASC conduit a rechercher une premiére approximation sous la forme :

A
Yal = ; e * +Y1 (X7 5)7
d’ou ’équation :

dy; eA _.
Le yar = (1+X)ﬁ+(1+5)Y1 +eXY; - e x|

Le dernier terme étant formellement de I’ordre de e~! dans la couche limite,

il convient de poser A = £Aq pour résoudre :

dY1 AQ
1+ X)L 4y, =2
I+XNx * =32
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avec :
Leyor = (1 + X)Y; — o (e75% —1).

La solution est donnée par :

EA() |: _x 3 :l CO
e —

Yar = 7 T+e +1+X'
Pour vérifier la condition & l'origine, on est conduit & poser :
Cy—cAg=1,
ce qui améne clairement & prendre en fait A = 0 et a résoudre I’équation com-

pléte. Bien entendu, il ne s’agit ici que d’un exemple pédagogique conduisant
a la solution exacte :

On vérifie bien que :

alors que :

Remarque 1. Si l'on fait le changement de variable T = ex, 1’équation de départ
devient :

d
e(@+&) L +e(l+e)y+ay =0.
Avec la condition limite y(0) = 1, la solution est :

_ 52 —z/e

z+e”

Avec la MDAR, trois couches apparaissent. Dans la couche extérieure, la variable
appropriée est T ; en fait, dans cette zone, la solution est simplement § = 0 & tout
ordre " a cause du terme e~ /¢ qui apparait dans la solution exacte. Prés de
Porigine, deux couches limites se forment. Pour l'une d’elles (la couche moyenne),
la variable appropriée est £ = Z/e et pour l'autre (la couche interne) la variable
appropriée est & = Z/ 2. Dans la zone moyenne, 1’équation initiale devient :

N dy U
(F+e) 52 + (1 +e)j+ij =0,

dz
avec §(0) = 1. On se raméne alors au probléme traité précédemment et on voit que
la MASC permet de réduire 1’étude des deux couches limites a une seule.

Bien que I'exemple soit artificiel, il montre quand méme l'intérét de la MASC.
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5.2. En variable 7, le développement extérieur s’écrit :

_2—a l+4Inp

e ()

En variable 7, le développement intérieur s’écrit :

b = 1 = = 1
Inn+alnz+1 alné(1+1a+1;nln) aln 2

1 1 1 1+1Inn
aln%

La comparaison des deux expressions montrent qu’avec les échelles choisies
€% il n’est pas possible de vérifier la régle du raccord intermédiaire.

Avec :
1 1
n=xln- = Xeln—,
€ €
le développement extérieur devient :

1 _1+ln(n/ln%) 1 1+1nn+

mio (my)t i (my)’

b =

et le développement intérieur devient :

1 B 1 _ 1 1+1Inn n
ln{ n }+1_1nn+1n%—lnlné+l_ln%

[}
=3
ol

1
Avec I'échelle —-, la régle du raccord intermédiaire est vérifiée.
€

5.3.

1. En variable 7, le développement extérieur s’écrit :
B 1
¢ = 1+E [lnn(al)lng ’y}

Bt
(In2)

{lnn(al)lni’y}Jr 2[(al)lni]+~~,

(n1)®
soit :
d=1-(a—1)B

1
T [—-Bilnn— By — (o — 1)By — (. — 1)Bf| + -+ -.
€
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En variable 7, le développement intérieur s’écrit :

1
@:aAlJrl [A1lnn + ads] +---.

ni
€
La comparaison des deux expressions donne :

aAl =1- (a — 1)317
Aylnn+ady = —Bylnn—yB; — (a — 1)By — (o — 1) BY.

Pour réaliser ces deux égalités pour tout a tel que 0 < o < 1, on déduit :

Ai=1, Bi=-1, Ay=v, By=-y-1

ESVEV @ = A,
EVEVN e =1.

La régle est vérifiée car A; = 1.

Inz
EPVEV G = A+ A —
ln =
In X
= A —_—,
! ln%
In X
EVEP ¢ =148, - B
ln =
La régle n’est pas vérifiée.
5.4. A lordre 1, on a :
EO y= el—x’
El EO y==e,
E, Y= Ao(l - e_X)a
Eo E1 Yy = Ao.

On en déduit Ag = e.
A Pordre €, on a :

Boy = o1% [1 +&(1 - 2)],

Eoy =ece X [1+¢(1 —eX)],
E1Egy =e(l —eX +¢),
Ei1Eoy =e(l —z +¢),
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et :
Eiy=e(l- e_X) +e (A —eX)— (A +eX)e_X] ,
Eiy= e(l —e_z/‘E) +e [(Al —eE) — (A —|—e£)e‘x/€} ,
€ €
EoEiy=e—ex+cA;.
On en déduit A, =e.
Les développements extérieur et intérieur s’écrivent donc :
y=c "1 +e(l—x)]+0(?),
y=e(l—e M) tee[1-X)—(1+X)e ] +0(?).
L’approximation uniformément valable est obtenue en formant 1’approxi-
mation composite :
Ya=Eoy+E1y—EoE1y,
Yo = e 7T —e "X e [(1-—2)e™"—(1+X) ele} .

5.5.
1. Si l'on note 7 le temps, on a :
d?r
m@ = Fr+ Fp,
ol m est la masse du vaisseau et l'on a :
mMr mMp,
Fr=-G , Frp=G———
T 72 L (d—r)?
On déduit :
d2r

1
ﬁ = _GMTﬁ +GML

Avec t = 7/T, on obtient :

A%z 1—¢ €

- = N + _—
de? x? (1—x)?

Le rayon de la Terre est pris nul ce qui introduit une apparente singularité en

z = 0.

2.

On a t4(0) =0, ¢;(0) = 0.
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3.
Ty = A,
an _ 1 X
X 2
1 1
Th=—=VX1+X)+—=h|[VX+VI+X|+B.
1= /YA EY) \/in{ )

En utilisant les opérateurs a ’ordre €, on a :

V2 ( X 5 In2 1 1 )
EiEgyt=—F+e|-——F42+—F72——F2+—F=ne+ —InX|,
R V2 32 V2 22 2,2

1 1—2x 1 In2
BoEit=Afe(- -t L 2 1, 1 +B),
0Es <\/§ N AN R, R W, b b )

a2
3
_ 138 2m2 1 o
6v2 V2 2v2
3
tappz\3[333/2—#%{X—\/X(l—FX)—Hn{\/X—i—\/l—i—X}

2 1
+§x3/2+\/§+5—ln2 In (1+x) + lnfs}

4 fo(z) = ==
Le reste L (ta1) est O(e) quand 0 < A; < & < Ay < 1 mais L.(t,1) est O(1)
quand 0 < B; < X < Bs.

V2 3o
3 .

1 nX 4+ 1 In2
——=1n —_— = —.
2v/2 272 V2

Sous sa forme réguliére, la MASC donne une approximation identique a la
forme composite déduite de la MDAR.

Le reste L. (ta2) est O(e?) quand 0 < A; < x < Ay < 1 mais L (ta2) est O(e)
quand 0 < B; < X < Bs.
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dt 3

d 1—2 4 =

1z

dyo o (1—x)1/?
dx_\/g(l—ac—l—zs)l/27
dyp o (1 —x)3/?
da:_\/g(l—m-i-fs)?’/zl

6. On obtient les résultats numériques donnés dans le tableau S.2.

Tableau S.2. Résultats numériques

€ solution MDAR MASC
numérique généralisée

0,01 0,4602 0,4606 0,4602

0,1 0,4249 0,4452 0,4209

0,5 0,3927 0,6248 0,3481

5.6.

1. En reportant le développement extérieur dans ’équation initiale, on obtient :

d2w0
Tz~ P,

z 3
wo = By + Agx — / (/0 p()\) d)\) dé.
0

L’intégrale représente en fait une intégrale double. En intégrant d’abord
par rapport & £, on a :

/Oz (/ng(/\)d/\> d¢§ = /Omp(/\) (/: dg) dX = /Oxp(A)(x_A)d/\.

Au voisinage de z = 0, en utilisant un développement en série de Taylor,
on obtient :

d’ou la solution :

2 3
wo = wo(0) + zw)(0) + — Lw"(0) + O(z).

On a :
UJQ(O) = BO7
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d2w0 d3w0 ’
W(O) = —p(0), dz3 (0) = —p'(0),
d’ou :
x? x3
wo(z) = By + Agz — p(O)? - p’(O); +0(z*) quand =z — 0.

De la méme fagon, quand = — 1, on obtient :

wo(w) = Bo + Ao — /Olp()\)(l ~a)dr+ [Ao _ /Olp()\) d)\} (x—1)

(x = 1)?
2

(x = 1)?

—p(1) oY

-p'(1) +0 [(z—1)"].

2. En reportant le développement intérieur dans I’équation initiale, on obtient :

epo AWy epq AW Mo d*w, O d*w;

o1 axs g axs e axz oz axz - PO X0+

Pour conserver le terme de dérivée d’ordre 4, on doit prendre :

§=el/2,

Avec pg = /2, Péquation pour Wy est :

W, A2,

dx+ dx?

=0.

La solution générale de I’équation s’obtient a partir de :

d2w,
— — Wy = —CyX + Dy.
1x2 0 oA + Do
On obtient :
e=X eX e X eX
W0—00<X+2_2>+D0(—1+2+2>.

La présence d’un terme en e rend impossible le raccord avec le développe-

ment extérieur. On en déduit Cy = Dy et la solution pour Wy devient :
Wy = Co(X +e X —1).
3. Avec les opérateurs d’expansion & l’ordre £!/2, on a :
E1Eow = By + Age/2X + /2w, (0),
EoEw = Coe'/?X — 0051/2,
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d’ou :
BO = O, Ao = Co, wl(O) = _CQ.
On a donc :

wo = Coz — /Ozp(/\)(x —A)dA.

Avec vy = e!/2, équation initiale devient :

d4’(1)0 1/2 d4w1 d2w0 1/2 d2w1
dz4 te det | | da? te da? | P(@).

On en déduit ’équation pour wy :

d2w, B
dx?
La solution est :
wy = By + Az
Avec w1(0) = —Cj on a By = —C). La solution devient :

wy = —Co + Az,

4. La couche limite au voisinage de x = 1 est analogue a celle qui se développe

au voisinage de x = 0. En répétant les mémes opérations, on trouve que
ot =2 et :
z—1
+_
X' = el/2?
avec XT <0.

On doit prendre ,uér = ¢!/2 et I’équation pour VVO+ est :

dwy Wy

dx+*  dx+?

La solution est de la forme :

—-x+t x+ _x+ x+
I/I/'(T:CO*(X*JFe —e>+DO+<—1+e +e>.

2 2 2 2

Le raccord avec le développement extérieur est impossible avec un terme
_x+ . . N
en e~ X" car XT < 0. On doit donc avoir Cj = —D{, d’ott :

Wi =Cf (XF+1-eX7).
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En utilisant les opérateurs Eg et El+ a lordre /2, on a :
1 1
EF Bow = Co — / POV — A)dr+ [CO - / pO) d)\} /2y
0 0

+€1/2(A1 — Co),
EoEf w =20 + /20 X+,
On en déduit :
Co=-MY of =-—MO 4, =-MO _ p®,

En résumé, on a les approximations suivantes :
— au voisinage de x =0 :

w=—"2MW (X —1+e %) +0(c/?),

— développement extérieur :

w= MWz — / (2= Np) A+ [MO — (O 4 MO)a] 4 o(H),
0

— au voisinage de x =1 :

w=—/2M®© (XJr +1- eX+> +o(e'/?).

Problémes du chapitre 6

6.1.

1. En reportant le développement extérieur dans I’équation initiale, on obtient
les équations pour y; et yo :

dyy
—_— = 0
dz + Y1 )

d d2
dyz A

az T A

A l'aide de la condition limite y(1) = b, on déduit les conditions aux limites
pour y; et ys :

1/1(1)
y2(1)

b

b
0.
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On obtient ainsi :

l1—zx

Y1 =be ™%,
yo = b(l —z)e' ™",

Avec le changement de variable X = z/e, et en posant Y (X, ¢e) = y(x,¢)
I’équation initiale devient :

d?y dy

dX2+d7X+€Y:0.

En reportant le développement intérieur dans cette équation, on obtient les
équations pour Y7 et Y5 :
d2y; n dY;
dX?2  dX
d?Y, n dYs
dX?2  dX

=0,

S

Le développement intérieur étant réservé a la région intérieure, on ne peut
appliquer que la condition limite y(0) = a. On en déduit les conditions aux
limites pour Y7 et Y5 :

Y1(0)
Y2(0)

9

a
0,

d’ou les solutions :
Yi=a+ A1 —e_X),
Yo=B(l—-e¥)—(a+A)X —AXe ™.

Les constantes A et B sont obtenues en appliquant le PMVD. A Dordre 1,
on a :

E1E0y:be7
EoEiy=a+ A,
d’ou :
A+ a = be.

A Tordre ¢, on a :

EiEoy =be +e(—beX +be),
EqE1y=be +&(B —beX).



326 Solutions des problémes

On en déduit :
B =be.

Les approximations composites sont formées par :

Ya=Eoy +E1y—EoE1y,

soit :
Yar = be' " +(a —be)e ™,
Yaz = be' ™" +(a —be)e ¥
+e [b(l —z)e! ™" —bee X +(a—be)X e ¥].
2.0na:

Le ya1 = (a — be) eiw/‘E +¢eb elfx’
Le Yoz = (a — be)ze "/ —cbee ™/ +(3 — z)e?be! ™",

Dans le domaine 0 <z <1, on a:
Ls Ya1 = O(l)’
Ls Ya2 = 0(5)
alors que dans le domaine 0 < Ag <z <1,o0n a:

LE Yal1 = 0(5)7
Ls Ya2 = 0(52).

Complément. Sur des domaines bornés, on peut montrer que si, sur le domaine de
définition D de la fonction y, on a :

L€ ya = O(E)v

alors :
Yy —ya = O(e).
Autrement dit, y, est une approximation de y a 'ordre O(g).
Or, sur le domaine D, on a :

L ya2 = O(e).

On est donc str qu’il existe une constante K telle que :
|y — ya2| < Ke.

D’autre part, on peut écrire :

y_yalzy_ya2+ya2_yal~
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Comme on a :
Yaz — Ya1 = O(e),

il est clair qu’il existe une constante K telle que :
ly — ya1| < Kie.

On a donc démontré que ya1 est une approximation a 'ordre O(g).
En fait, par des estimations plus sophistiquées, on peut montrer directement que
si, dans le domaine 0 < Ag < x < 1,o0n a:

LE ya = O(E)a

alors :

Y —ya = O(e).
Ceci indique que ya1 est une approximation a 'ordre O(g) bien que L. ya1 = O(1)
dans le domaine D tout entier. En fait, ici, on dispose de la solution exacte et I’on
sait que Ya1 et Yya2 sont bien des approximations aux ordres indiqués.

Ceci est un chapitre beaucoup plus complexe de ’analyse asymptotique pour des
problémes de perturbation singuliére : la justification du principe de raccordement.

d
6.2. Le coefficient de d—y étant positif, la couche limite est au voisinage de
x
z=0.
L’équation réduite est :

dyo
=L = 0.
dz + %o
Avec yo(1) = 1, la solution est :
yo=e'"".

On cherche une AUV sous la forme :
Ya1 = Yo + Yo(X,e), X =—.

On est conduit & prendre § = €. L’équation initiale devient :

Ed2y0 1 d2YO 1 dYO
dz?  edX?  edX

d2y0

Le terme ¢ est d’ordre € quand 0 < A; < X < A, de sorte que

) dx?
I’équation pour Yj est :
Py Y
dx?  dx
La solution est :
YO =a+ ﬁe_X.

Les conditions aux limites donnent @ = 0 et 8 = 0.
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On a donc :

Ya1 = el

L’approximation suivante est :
Y =1yo +vyi(z,e).
L’équation initiale devient :

d*yo *y; | dy
de2 —i—svde +VE+V?J1 =0.

On prend v = ¢ et I’'équation pour y; devient :

dp Py

az N dz?’
Avec y1 (1) = 0, la solution est :

y1=(1—z)et=9,

On cherche une AUV sous la forme :
Y =yo(x) +eyi(z) +eY1(X, ).
L’équation initiale devient :

d?y,  d*vy | dYy
2 — +¢eY; =0.
Car T tax T

d2
Le terme £2 q y21 est d’ordre €2 quand 0 < 4; < X < A,. L’équation pour
T
Y est:
d?y; dyy _0
dx2 dx 7

La solution est :
Yy = A+ Be X,
Les conditions aux limites sont telles que :
x=0 : y1+Y1=0, z2=1 : y1+Y1=0.
On en déduit :
1-1/e
= B

A

La solution est :
1-1/e _ J1-X
11— 1—x € €
y=e +eé (1 — $) e +W
Avec la MASC sous sa forme réguliére, la solution est :

y=e"""te[(l-z)e! e ¥].
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6.3. Pour déterminer les variables appropriées aux couches limites, on pose
& = X/0(e) et ¢ = (1 —x)/d2(e). Avec ces changements de variables, on
compare l'ordre de grandeur des termes de I’équation. On montre aisément
que les changements de variables permettant de restituer les couches limites
sont :

x 1—x
X = - (= iz
L’équation réduite est :
(1—95)%—3/0:0.
La solution est :
b
Yo = 1—2

On compléte la solution sous la forme :

y = yo(x) + Zo(C).
L’équation initiale devient :
d2y0 dQZO dZO

_& g0
2 Tae a0

Or,on a:

d2y0 1 2b

& AR

On en déduit que b = 0 sinon ce terme d’ordre £~/2 reste seul dans
I’équation. On obtient donc :

2z, _dz,

On vérifie que la solution a la forme :

2 C/\/i 2
Zo = e /2 A+B/ e ! dt|.
0

En z = 1, la condition y = 1 impose A = 1. On recherche une AUV sous
la forme :

En reportant dans ’équation initiale, on montre que 1’équation pour Yj est :

42y, dy
P2 =0,
agz " e
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d’ou la solution :
Yo=a+fe ¢,

Cette fonction doit assurer la condition limite en x = 0 soit £ = 0. On a donc :
a+p=1.

La condition y(0) = 1 implique que la contribution de Z; doit s’annuler
en r = 0. Cette condition doit étre appliquée en ( = 1/51/2. Sous sa forme
réguliere, la MASC implique que cette limite est & imposer pour ( — co. On
obtient donc :

A+B/ et dt =0,
0

soit, avec A =1 :

B=_—".
VZ3
De méme, la condition y(1) = 1 implique que la contribution de Y, doit

s’annuler en z = 1. Cette condition doit étre appliquée en £ = 1/¢, ¢’est-a-dire
avec la MASC sous sa forme réguliére pour £ — oo, d’ou :

a =0,

et, avec a+ =1, on en déduit § = 1.
Finalement, la solution est :

¢/V2
ot <2/2[ . 2
Yo =€ > +e 1 e " dt|.
G

6.4. L’équation pour py est obtenue en faisant ¢ =0 :

d(poh)

=0.
dx

En tenant compte de la condition en z = 0, la solution est :

_ o
Po = n

Pour déterminer la variable de couche limite, on pose X = (1 — x)/d(e).
Avec ce changement de variable, on montre aisément que la couche limite est
restituée en prenant § = . L’équation pour Py(X) est obtenue en développant
h(x) et po(z) au voisinage de x = 1 de fagon a bien avoir Py = Py(X). On a
ainsi :

h(x):h(l—aX):h(l)—sX(f;)x_lJr---:1—5X(jz>r_l+...,
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et :

ho dh
S ) o
me=fE=nfueex () ]

D’autre part, on a :

dPy  1dR

dz  edX’
Dans ’équation initiale, on remplace p par po(z)+ Po(X). Aprés avoir examiné
lordre de grandeur de tous les termes quand 0 < A; < X < A ou A7 et Ay
sont des constantes indépendantes de €, on aboutit & :

d dP,
— |(h Py)—+PFPy| =0
ax (ho + o)dX+ 0 )

d’ou :
—-X = (h0+C1)1H|P0701|+P0+02.

On applique les conditions aux limites. Compte tenu de pg, on doit avoir en
r=1louX=0:
Py(0) =1 — hyo.

La condition en 2 = 0 devient une condition en X = 1/e. Si 'on applique la
MASC sous sa forme réguliére, la condition est a& imposer pour X — oco; on
a:

X—-o : FPy=0,

ce qui entraine Cy = 0 et ’on obtient :

| Pol
—X =hgln + Py — 1+ hyg.
0 T — o 0 0
6.5.
1. Les composantes de vitesse sont :
8901 0P, o, 0Ps OWy
— ]_ _ _ - __“ =
et ey T s Tas, T {asl + aSJ’
- 8501 8@1 8% 8@2 8@2
9y Ty "oy 5{81/ * ay]'

2. La condition de glissement & la paroi s’écrit :
v = FeT’(2)u,

et doit étre exprimée en y = +eT' (). Ainsi, en faisant les développements
limités qui conviennent avec € — 0, la condition de glissement & ’extrados
devient :
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o1
dy
Jih[1+§§1Q%,¢Z%):=2§}Q%,¢ii),

1 ag& 8@2
35, { (- 1+,0+)+87(Sh 25,

(,04) =T - f+y,

o,
1904

/25,
1 |:a<p1

ov.
\/TS’Q B ( *’0"1’) :

oy

vas)| = 5 (
1 [1 gwl (SQ, 252) = % (SQ, \/TSQ> )
2 (1) - 2

avec :

Sl>07 Sy < 0.

La notation ai( 14,04) signifie que la dérivée % doit étre évaluée a
lextrados (y = 04) lorsque z — —1 avec z > —1. %e méme, la notation
=7L(1_,0, ) signifie que la dérivée % doit étre évaluée a ’extrados (y = 04)
lorsque x — 1 avec = < 1.

3. Chacun des potentiels 1, @1, P2, U1, ¥, répond a I’équation du potentiel :
Acplzo, A@lzo, A@QZO, A%:(), AWQZO

La solution pour le potentiel ¢ est donnée par la théorie des profils minces,
mais ce potentiel ne correpond pas a I’écoulement autour de lellipse car les
termes —f et g s’ajoutent. Ces termes permettent d’éliminer les singularités
introduites par la théorie des profils minces au bord d’attaque et au bord de
fuite.

Les quatre derniéres relations décrivant la condition de glissement conduisent
a Pécoulement autour d’une parabole d’équation Y = /25 ou Y = /—255.

D’aprés la relation :

15 )] - 5 559,

le potentiel @1 +.57 est celui de ’écoulement autour d’une parabole d’équation
= V251
On en déduit que les composantes u et v de la vitesse sur la parabole
= /28] correspondant au potentiel ®; sont :

g2 2(1+ x)
U=—-——--—"—-, V=5 —(—F——.
e2+2(1+x) e2+2(1+x)
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Les composantes u et v de la vitesse sur la parabole Y = 1/—255 corres-
pondant au potentiel ¥; sont :

g2 _ 2(1 —x)
e2+2(1—a)’ v 5524-2(1—95)'

Dans I'équation :

1 a(pl 8@2 ({9@2
e {8330(1+’0+) 95, (Sl’v231>] ay (51V25),

0
compte tenu de la solution pour ¢1, on a (;'0 (=14,04) =1

De méme, dans I’équation :

V%&[aw( S,04) + g? (SQ,\/TSQ)} g% (5.v/725).

1

—(1_ =1.
ona L(1_,0,)

La solution pour @, est donc identique a la solution pour @;. De méme,
la solution pour ¥, est identique & la solution pour ¥;.

Les composantes u et v de la vitesse sur la parabole Y = /257 correspon-
dant au potentiel @5 sont :

g2 2(1+ )

u:_52+2(1+x)7 U:€£2—|—2(1+x)'

Les composantes u et v de la vitesse sur la parabole Y = /—255 corres-
pondant au potentiel ¥5 sont :

e? 2(1 — x)
—_——, U= —f————— .
e2+2(1—2x)’ e2+2(1—1x)
En fin de compte, les composantes de la vitesse sur l’ellipse et la vitesse

résultante sont :

2 2

u=(l+e) {1_s2+2(1+x) _62+2(1I)}’

x 1 !
-
20 +2) 21— 2)
+e(l+¢) €2 +2(1 + ) 52+2(1—x)]’

g = Vu?+ 2
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La figure S.3 donne la comparaison de la solution exacte avec I’approxima-
tion issue de la MASC sous forme réguliére. On notera que ’approximation
MASC ne permet pas d’avoir une vitesse strictement nulle au point d’arrét
car les développements utilisés ici sont réguliers et les conditions limites ne
sont pas réalisées exactement.

6.6. On a d’abord ¢, = @1 et, avece — 0, on a :
Y1 =1(X) — 1+ TEP,

ol 1 () et ¥1(X) sont les fonctions apparaissant dans les développements de
la MDAR.

D’autre part, en variable X, avec € — 0, on a :
d2@, 1 2 10
g—*X75/4 “ 3/5X71/2 - 6/5X1/4
€ 122 1 + 35 + 9 € +

Développement de 1». Un développement régulier de 15 a 'ordre £2/° est
donné par :

2 = Fi(X) +¥5(fi(2) + Fy(X)) +0(e*/?), (S.1)

ou F, f1 et Fy satisfont les équations suivantes :

d2F1 1/4dF1 1 _5/4
e TN gy T e
7 2

x1/4(317fl _ _dd <,021 _ ix—5/4,
z z
d2F2 1/4dF2
a1x2 +X ix - 0.

Les conditions aux limites pour Fy, f et F sont obtenues en déterminant les
développements extérieur et intérieur de 5. D’apreés (S.1), on a :

Eo 2 = Eo Fy +&%/°(fi + Eg Fb).

Or, on peut montrer que :
- [ —
F1%01—§X +--- quand X — oo,

d’ou, a lordre £2/5 :
_ 1
EO F1 = Cl — 582/51’_1/2.
D’autre part, a ’ordre 1, on a :

EO FQ = CQ.
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1,5
1,2
09 L
Voo
0,6
0,3
x
-1,0 -0,8 -0,6 -04 -0,2 0,0
9 15
exact
3 1,2
MASC
409 94
Voo
£€=0,25 -1 0,6
- 0,3
1 1 1 1 T
-10 -08 -06 -04 -0,2 0,0
exact q 1.2
f MASC 10
-1 0,8
-1 0,6 q
£=0,1 Voo
- 0,4
- 0,2
1 1 1 1 x

-0 -08 -06 -04 -0,2 0,0

Fig. S.3. Module de la vitesse sur ’ellipse
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On obtient :
_ _ 1
Eg 1y = Cy +&2/° (f1 — ix*ﬂ + 02) .

La fonction f; est connue a une constante additive pres et, sans changer le
résultat final, on peut prendre f1(1) = 0. Alors, pour satisfaire la condition
limite Yo =0enx=1on a:

Le développement intérieur de 1), est :

Ey ¢y = Fy(X) + £2/°(f1(0) + F2(X)),

car le comportement de f; quand z — 0 est :

fi = Ful0) = 52,

oll la constante f:l (0) = 4,4221 est obtenue d’aprés la solution numérique de
léquation pour f;. La condition limite 12(0) = 0 est satisfaite en prenant :

Fi(0) =0, f1(0) + F»(0) = 0.
Développement de ¢3. Un développement régulier de ¢p3 & ’ordre 1 est :
@3 = g1(z) + G1(X) +o(1), (S.2)

ou g et G satisfont les équations :

g 1 1
yadgn 1 g 1
v T himgr g

d&,
&,
ax

La fonction G, est une constante :
Gl == Cg.

Les développements extérieur et intérieur de @3 a ’ordre 1 sont :

Afin de satisfaire la condition @¢3(1) = 0 et en prenant g;(1) =0, on a :

Cs =0.
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Développement de 3. Un développement régulier de W3 a lordre 1 est :
By = Hy(X) + o(1), (3:3)
ot Hi(X) satisfait I'équation :

d2H1 X1/4dH1

dx? x

La solution est : B
Hy(X) = CyG5/4(X) + Cs.

Les développements intérieur et extérieur de ¥ sont :

Eo W3 = C4Gs/4(c0) + Cs,
B W3 = C4G5)4(X) + Cs.

Afin de satisfaire les conditions aux limites sur ¥s, on a :

C4G5/4(OO) + C5 =0,
Cs = —gl(O).

Les conditions aux limites sur H; sont :

H,(0) = —51(0),
H, -0 quand X — oc.

Identification avec les résultats de la MDAR. Les résultats obtenus plus
haut montrent qu’un développement régulier de @,3, uniformément valable a
Pordre € est :

Doz =1+ 11 — 1 +3°F, +e(fi+ g1+ Fo + Hy) +o(e).
On définit les fonctions suivantes :

_ 4
FQ(X) =N+ §X3/47
- 1 1
fo(x) = fr+g1 — §$71/2 + 3
F3(X) = Fy + Hy + f1(0) + g1(0).

D’aprés les équations pour Fy, fi, g1 et H; on déduit :

d*Fy X1/4@

dx? o e
d 2
ol -
Ch | yapdfs

dXx? dX
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Les conditions aux limites sont :

F»(0) = 0,
43y 1o )
= §X - §X quand X — oo,
f2(1) =0,
F5(0) = 0,

= 1
F3_>f1(0)+§1(0)+§ quand X — oo.

Alors, on peut faire les identifications :

’(/}2 = F2)
P2 = f27
3 = F3.

Avec ’expression de @9, on déduit :

f1(0) + g1(0) = 4.

Finalement, un développement régulier de @, uniformément valable a
Pordre € est :

4 1 9
=+ —1+5(¢hy — §X3/4) +e(ps + §:c‘1/2 — 5 +¥s) +o(e).

Ce résultat est exactement le développement composite (6.16) obtenu par la
MDAR. On en conclut que les résultats de la MASC contiennent ceuzx de la
MDAR.

6.7. On a d’abord ¢, = @1 et, avec € — 0, on obtient :
Y1 =¢1(X) — 1+ TEP,

ot p1(x) et 11 (X) sont les fonctions apparaissant dans la MDAR.
Développement de 1. L’équation (6.34) pour 1), est :
Chy | ypdde . o o

e TN T T e e T

et les conditions aux limites sont :

P2(0,6) =0, ha(e734 €)= 0.

On montre que :

o = Fy(X) — e IneFy (X) + e 2(Fo(X) + fi(x) +---. (S.4)
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D’aprés ’équation pour 1 on obtient les équations suivantes :

)= _
d*Fy Xl/?’@ _ EX—4/3 Fop -1,

dx? X 3
C(if; X1/33§;2 _ _%)(—2/37
x1/3% _ _d(;;o; B %x%/g n %xfg/?,.

Les conditions aux limites sont déduites des conditions aux limites sur o et
du calcul de Eg 5 et de Eq t5. On obtient :

1(0) =0,

F3(0) =0,

F(0) + f1(0) = 0,

A1) =0
En fait, la condition f1(1) = 0 est choisie arbitrairement. Tout autre constante
donne le méme résultat final. Ici, la condition fi;(1) = 0 est choisie par

commodité.

En formant Eq 15 et en appliquant la condition 15 = 0 en 2 = 1, on obtient
quand X — oo :

_ 1.
F1§—§X2/37

o1 1 3 43
By = o= onX 42X,
_. 3

Fy — <.

3_’8

La solution pour F est :

F* _ §G4/3(X)
2 8Gyys(00)

De plus, on fait I'identification :
3 2/3
1/)2 = F1 + -X .

En effet, il est facile de vérifier que les fonctions o et F} + %X 2/3 obéissent
4 la méme équation et que les conditions aux limites sont identiques. On note
que les conditions aux limites sur 15 résultent des conditions aux limites sur
1) et non pas de I'utilisation d’un principe de raccordement.
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Développement de 3. L’équation (6.36) pour @3 est :

do B _
xl/?’% — gy = Y2y,
avec
953(176) =0.
On montre que :
_ 3 = _
p3=—gle+Gi(X) +q(@) +---. (5-5)

Les équations pour G et g1 sont :

dG, -
XV =F
dx 1,
dg 1
{L‘I/?’% —g1=-lnz+ 3 + f1,
ol ’équation pour g; est obtenue en considérant Eq 1.

Les conditions aux limites sont déduites de I’étude du développement
extérieur de @3. A partir de la condition @3 = 0 en z = 1, on obtient :

gl(l) =0,
et le comportement de G; pour X — oo s’écrit :

~ 1
G1 = —ilnX

Dans une certaine mesure, les conditions aux limites sont arbitraires. La condi-
tion g1(1) = 0 a été choisie par commodité mais tout autre constante aurait
pu étre choisie pour g (1).

Les équations pour f; et g; se combinent pour donner :
d2(p1 1 1

1
43 2 -2/3 -
P 3z + 2x Inx + 5"

d - _

1/3 % ) — ) — —
T d{,E(fl +a1) = (fi + 1)
On considére la fonction :

- 1 1
fo=f+g— 513_2/3 —Inz+ 3

L’équation pour f3 est :

dfa A%y
/3202 o
T f2 dx?’

et 'on obtient fo(1) = 0.
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Alors, les fonctions o apparaissant dans I’application de la MDAR et fo
sont identiques. On a :

_ 1 1
fitgi=po+ 272 +nx— ..
2 2

Développement de 3. L’équation (6.37) pour )3 est :

d%, di)s d*p3
x1/39¥3 _ _ 3/2
axz ax = ° a2

avec les conditions aux limites :

1/13(075) = 7953(075)7 &3(573/{5) =0.
On montre que :
Y3 =Hi(X)+aGys(X)+ B+, (S.6)

ot G4/3(X) est solution de 'équation :

L’équation pour H;(X) est :

d?H, dH, d2G,y
X3l — .
axz © ax dx?

Les conditions aux limites sur H; sont déduites des conditions aux limites
sur 13 et de I'étude des développements intérieur et extérieur de 1)3. La fonc-
tion aGy/3(X) + B a été introduite afin que Hy soit une fonction de X seule-
ment et ne dépende pas de €. Une solution possible est :

Ga/3(X
3 ln574/3( ) + §1n5,

153:_H1(X)—§ G4/3(OO) ]

et les conditions aux limites sont telles que :

H1(0) + G1(0) + 51 (0) = 0,

H, -0 quand X — oo.

Identification avec les résultats de la MDAR. On définit la fonction Fj3
par :
3

_ ~ — 9
F3=F2+G1+H1+§X4/3_Z-
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D’aprés les équations pour Fy, Gy et Hi, on déduit I'équation pour Fj :

d2Fy dF,
X1/3 il A .
dx?2 x

Les conditions aux limites sur F3 sont déduites des conditions aux limites sur
F5, Gy et Hy; d’aprés I'expression de @9, on a aussi :

= 3

Finalement, on obtient :

F5(0) =0,

1
F3 = %X‘VS —InX — 1 quand X — oo.

Il s’ensuit que la fonction 13 apparaissant dans 'application de la MDAR
et la fonction F3 sont identiques. On a :

L 9 3
F2+G1+H1:¢3—§X4/3+1.

Le développement régulier MASC a 'ordre ¢ est donc :

3 3 Gyy3(X)
_ a2 (g~ 3x23) _ e ((3CanX)
P=p1+19—1+¢ (¢2 2X ) elne <4G4/3(OO))

9

1 1
+e <<p2 + ix*2/3 +Inz + 13 — gX4/3 + 4>,

ou :

3 3Gy3(X) 3
— _ 1/2 _ 2x2/3) _ Qa3 A) 9
P=p+U —1+¢ (1/}2 2X ) 61n€(4G4/3(oo) 4>

1 1
+e (wz + 5:1:*2/3 +InX + )3 — gx‘*/?’ + 4) .

Ce développement est identique au développement composite (6.31) de la
MDAR.

Problémes du chapitre 7

7.1.0navg=y, Ag=¢, o =V2zf(n) aveecn =Y /V2zx et Y =Y — F(x).
L’équation que I'on doit résoudre est la méme qu’elle soit écrite avec Y ou Y.

On a:
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Pov (0000 D00 0\ P _
oY+ Y Ox ox 0Y ) 0Y?
Ceci conduit & résoudre,

f/// + ff// — O7
avec f(0) = f'(0) =0 et f'(c0) = 1.

Par ailleurs, on a d; = €.
Les développements extérieur et intérieur de ¢ & l'ordre € sont :

Ew =Yy +5¢1($7y)7
Iy = epo(,Y).

Le raccordement a l'ordre ¢ demande d’évaluer le comportement de
do(z,Y) quand Y — o0 :

¢0(.’L’,Y) eroo \/% |:\/Y2;x - /60:| )
o Y — F(z) - foV2z,
~ Y F(z) — BoV2z.
Y —oo €

En appliquant le PMVD, on obtient :
y+ e (x,0) =y —e(F(z) + fov22),
d’o :
1(2,0) = —(F(2) + foV2z).
A Dordre 1, I'équation de la ligne de courant ¢ = 0 est :
y=0.

A Vordre e, I'équation de la ligne de courant ¢ = 0 est obtenue en faisant un
développement limité de v, autour de y =0 :

y + ey (z,0) = 0.

Compte tenu des résultats sur le raccordement, on obtient 1’équation de
la ligne de courant ¢ =0 :

yzs(F(m)+ﬁo@).

Cette équation tient compte de la déformation de la paroi et aussi de 'influence
de la couche limite (effet de déplacement).
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7.2. Les équations réduites sont les équations d’Euler :

% + %(rur) =0,
wdug g wen __10p
r 00 " or r r oo’

ug Ou, ou,  uj _ Op

r 00 Ur Oor r or

Ces équations sont vérifiées par :

1
Ugy = sin @ <1—|— 2),
r
1
Up1 = cOS 0 -1+
r

1
P1 = Poo + 3 [1- (ugy +u31)].

avec les conditions aux limites :
up(0,r=1)=0, wugp — sinf, wu,;q — —cosé.
r—00 T™— 00

La premiére condition traduit la condition de glissement a la paroi; les deux
autres conditions traduisent la condition de vitesse uniforme & Uinfini.
Quand § - Oetr — 1,0on a:

oy = 20+ -+,
UT1:_2(T_1)+"'7

p1=pm+%[1—4(92+(r—1)2)]+--~.

soit, avec les variables intérieures :

ugy = 260 + - - -,
Upp = —2eR+ -+,

1
PL=Poot 5 = 25O + R 4

Le développement intérieur est écrit sous la forme :
Uy = EU91(@,R) + -
Uy = 6U7‘1(@7R) +-y
p=Py+e*P(O,R)+---.
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Les conditions de raccordement sont :

. Us
Jim o= =2,
R— o0
. U’rl _
Jim. R =2
R— oo
1
Py = p P
0 = Poo T+ 5
. Py
Mo
Les équations pour Uyy, U,1, P; sont :
OUgr  OUpp 0
00 orR 7
Wpr  OUp  OP, Uy  0°Un
UVnZe *U%r = 90 " 902 T ar2
U, oU,1 orP, 0%U, 0°U.
Up &L 4, _ 2 .
"6 T orR ~ R | 907 | ome

A la paroi, on a les conditions de non-glissement :
R=0 : U91:0, UH:O.

On constate que les équations ont la méme forme que les équations de
Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes. La résolution des équations ainsi
obtenues constitue le probléme de Hiemenz. Dans le cas de I’écoulement face a
une paroi plane, on obtient une solution exacte des équations de Navier-Stokes.
Ici, il s’agit seulement d’une approximation puisque les équations résultent de
la recherche d’une solution approchée aux équations de Navier-Stokes.

On cherche la solution sous la forme :

U1 = @(p/(R), U = —(p(R>7 P = —2(@2 + @(R))
Les équations sont :
@/2 _ <,0<,0H _ 4‘1‘4,0/”,
9030/ —92¢ _ (,0//-
La premiére équation s’écrit aussi :

<P///+S0%0N_80/2+4:0,
avec les conditions aux limites :

R=0 : =0, ¢'=0, R—oco : ¢ —2.
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Il s’agit d’un probléme classique en couche limite qui fait partie de la classe
générale du probléme de Falkner-Skan.

La fonction @ se déduit de I'intégration de I’équation suivant R :

2 /
@—@(0)=%+%.

La pression d’arrét dans la couche limite est :

2
e
pi:P0+€2P1+§ [U921+U51j|7

avec : 1
PO = Poo t+ 5
On obtient :
2 2 e? 2
pi=Py+¢° |-20 —@’—2@(0)4—7@' ,
d’ou :

pi(0,0) = Py 4 £2(—29(0)),
pi(60,R — 00) = Py +&*(—2 — 29(0)).

Ainsi, la différence de pression d’arrét entre le point d’arrét et la frontiére
de couche limite est :

p:(@, R — o0) — p;(0,0) = —2¢2.

Une sonde de pression d’arrét ne mesure donc pas exactement la pression
d’arrét de ’écoulement dans laquelle elle est plongée. Ce phénomeéne est connu
sous le nom d’effet Barker.

La détermination de la constante ¢(0) demande une discussion détaillée.
Si 'on admet que la pression d’arrét dans la couche limite doit se raccorder
a la pression d’arrét dans le fluide parfait (p;(©, R — o0) = Fy), on obtient
&(0) = —1.
7.3.On a 6, = H(x)d, d’ou :
dé;  dH do

— = H—.
dx dx9+ dx

Les équations de couche limite sont :

do d51 53 due dH32
Hss — HH.))— + H,,—— — =2Cp, Hj, = —=,
(Hs 32)dx + dx U dx p 32 dH
do H + 2 du, Cy
+6 = —

dz U dx 2
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Elles deviennent :

de dH dé 03 du
Hsy — HHY))— + Hyy | —0 4+ H— 3= —==2C
(Hs 32)dx + s (dm + dac) + ue dx D
dé H+2du. Cf
— 40 = —.
dz + Ue dx 2
Ces équations peuvent encore s’écrire :
de 03 du, dH
Hzs— +3— =2Cp — Hs—0
32 9z + Ue dz p 32 dx
de H+2due Cf
dx +0 we dax 27

Le déterminant est :

H+2 g0 0y ),

Ue Ue Ue

A = Hso0

Ce déterminant ne s’annule pas dans le domaine H > 1. Le calcul est toujours
possible.

7.4. Pour une couche limite laminaire, bidimensionnelle, les équations de
continuité et de quantité de mouvement, sous forme dimensionnée, sont :

ou* n o 0

Ox* = Oy* ’
Lou* Lou* 1 dp* L 0%u*
Y e v dy* T o da Ty Ay?

Les grandeurs sans dimension sont définies par :
* * *
z Y pi/2 u U p1/2 p
r=—, y:—R/, u=—, U:—R/7 pP=-—5.
l Ug U oug

*

1. Sous forme adimensionnée, les équations de couche limite sont :

@+@_0
oxr oy
ou du _ dp *u

2. Au voisinage du point z, on suppose que le gradient de pression est donné
sous la forme :

dp
Tqe Do +p1(z — 20) 4+ pa(z — 20)* + - -,

otll po, p1, - .. sont des constantes.
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Le profil de vitesses au point zq est :
u= a1y + ay® +azy’ + -,

ou ai, as, ... sont fonction de x. La composante v de la vitesse est obtenue
d’aprés ’équation de continuité en tenant compte de la condition & la paroi
v(0)=0:

_day y?>  dagy® dasy?

T dx 2 dx 3 dx 4

Les expressions de p, u et v sont portées dans I’équation de quantité de
mouvement. Par identification des puissances de y, au point xg on obtient :

2@2 + Po = 07
asz = 07
da1
S 94ay =0
ai dz Gy )
2 da2
—a1—— — 20a5 = 0.
3 qy

3. On dérive ’équation de quantité de mouvement par rapport a x :

ou\? 0%u i ov Ju 8%u d2p L Bu

— U=— + —— +v =——= 4+ ——.

ox 0r2 Oz dy 00y dz?2 = Ozdy?
On porte les expressions de u, v, p et on identifie les puissances successives de
e

dCLQ
2—= +4+p =0,
dz P
d(l3 o
dz
4. On déduit les relations suivantes :
2a3 +po = 0,
az = O,
da
a1 —= — 24ay = 0,
dx
5!(15 + 2a1p1 =0.
Dans ces équations, pg, p1, ...sont des coefficients imposés. Ainsi, les coeffi-
cients asg, as, . ..ne sont pas libres puisqu’ils sont déterminés en fonction de py,

p1. Si ces conditions de compatibilité ne sont pas satisfaites, des singularités
apparaissent dans la résolution des équations de couche limite pour = > xg.

Examinons le cas a; = 0 correspondant au décollement de la couche limite.
En portant les développements de u, v et p dans I’équation de quantité de
mouvement, on obtient :
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2a3 +po =0,
az =0,
as =0,
as =0,
6lag = 2pop1,
a7 = 0.

On suppose que seule la condition 2as + pg = 0 est satisfaite. On a :

d
alﬂ — 24(14 =0.
dx

Supposons que a4 # 0 au point x = xy. Autour du point x = zy on obtient :
a? = 48a4(x — x0).

Si une solution existe pour x < xg, on doit avoir a4 < 0 et la solution n’existe
pas pour > xg.

7.5. Avec les variables extérieures, on a :

9
ox

_l 1—nﬁ
_n5 o0&

y=cst y=cst

En utilisant 1’équation de continuité, avec v(0) = 0, on obtient :

1
v= —551*”(5 +26Fy + ),

avec :

Fi(y) = /Oy Fl(2)dz, Fy(y) = /y Fi(2)dz.

0
On a F1(0) =0, F»(0) =0.

On reporte les expressions de u et v dans I’équation de quantité de mou-
vement :

1
(Fy + EF{ + € Fy+ ) g ™ (F| + 26 F5 + )
1
—ﬁgl—"(m +28Fy + - ) (FY 4+ EF) + EF) + )
=po+mE" +pat®t -+ B R+ R -
Avec n > 1, on obtient I’équation pour Fj :
FyF, — F1F) = 0.

La solution est :
F = kFé,
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ou k est une constante encore indéterminée. Cette solution permet d’assurer
e . ou
la condition F1(0) = 0 (v = 0) en y = 0 mais pas 50 = 0eny =0. 1l faut
Y
donc une couche intérieure.
Avec les variables intérieures, les régles de dérivation donnent :

O _law 0| _1n o
Ox y=cst n 85 n=cst né‘n 877 5:(:&‘.t7
o) _1L a‘

6y r=cst nf 817 §=cst.

D’aprés I’équation de continuité, écrite en variables (£, 1), on obtient 1’ex-
pression de v dans la couche intérieure en tenant compte de la condition
v(0)=0:

v =&y — fo) + T = 21) €T (nfy — 3f2) -
L’équation de quantité de mouvement devient :
(fo+€f+EF+)

L ey e =)+ €70 @f — nf) -]

w1l
n

i [Slfn(nf(l) —fo) + & (fL = 2f1) +E T (nfs — 3f2) + - ]

e+ + €4 +0)

=po+ 1" +p2¥ -+ (f+ e+ +-).

n2€2

On pourrait choisir n = 2, ce qui permet de conserver le terme visqueux.
L’équation pour fy est :
i 260y =0

Cependant les conditions de raccord avec la couche extérieure donnent fy = 0.
On prend alors n = 3. L’équation pour f; est :

1
S T2~ £ =0,

La solution doit étre telle que f1(0) = 0 et f/(0) = 0. Au voisinage de
n = 0, la solution est de la forme :

2

o 6 3 3 3 5
f1—6n+217 20&?7 +oe

Le coefficient 3 doit étre tel que le raccord avec la solution extérieure soit
réalisé.
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Exprimons ce raccord a I'ordre £. La solution extérieure est :
Bou = Fj +&F) = a1y + agy® + -+ + €hk(ar + 2a2y + - -+),
soit, avec la variable 7 :
Eou = 3a1né + as(3n€)? + - - + Ek(ar + 6agné + - -).

On obtient donc :
E1 Eqgu = 3a1n€ + a1k€.

D’autre part, on a :
Eiu=¢fi(n).
Pour obtenir Eg E4 u, il faut connaitre le comportement de f] quand n — oc.
D’aprés ’équation pour f1, on a :
fi = an®+TEP,
n—00

et :
f1 = 2an+ TEP.

n—o0
On en déduit :

a=§a1, k=0.

La premiére condition détermine complétement la fonction f;; la seconde
condition donne F; = 0.

7.6. Avec les variables extérieures, on a :

0

1,0
o =

n® 0

y=cst y=cst

En utilisant ’équation de continuité, avec v(0) = 0, on obtient :

1
v= TP %R ),

avec :

A = [ FEe B = [ Fe

0
On a Fl(O) = O7 FQ(O) =0.

On reporte les expressions de u et v dans I’équation de quantité de mou-
vement :

1 -n
(Fj+ EF] + & F 4+ )~ 7" (F + 26F3 + )

1
— (P 28 Fy ) (B SR+ EF )

=po+pig" +paf™ b B EF P
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Avec n > 1, on obtient I’équation pour Fj :
FF| — I FY =

La solution est :
Fy = kF,

ol k est une constante encore indéterminée. Cette solution ne permet pas
d’assurer notamment la condition de paroi F1(0) = 0 (v = 0) si k # 0 car
ag # 0. Il faut donc une couche intérieure.

Avec les variables intérieures, les régles de dérivation donnent :

O _la.0| _1m
Ox y=cst n 85 n=cst né‘n 87} §:<:st7
o _12

ay r=cst ng 877 E=cst .

D’aprés I'équation de continuité, écrite en variables £, 1, on obtient 1'ex-
pression de v dans la couche intérieure en tenant compte de la condition

v(0) =0
v=ET"Mfg — fo) TS — 2f1) + €T (nfs = 3f2) -
L’équation de quantité de mouvement devient :
(fo+€fA+EF+)
X [ €~ )+ € R~ ) + ]
+[ET o — fo) + €T f = 2f) + €T (fy — 3f2) + ]

1
g+ + €45 +0)

=po+ 1"+ PP+ +

persl o AT ER ),

On choisit n = 2, ce qui permet de conserver le terme visqueux. L’équation
pour fo est :
" _|_ 2f f// — O
0 0Jo :

Examinons le raccordement sur u entre la couche extérieure et la couche
intérieure. A lordre €9, on a :

Eou=F)=ap+a1y+ay’ +---.
Exprimée en variable 7, cette expression est :

Eou = ag + 2a1m€ + a2 (2né)* + -+ -



Solutions des problémes 353

On obtient donc :
E1 EO U = agp.

D’autre part, on a :

Eju= f(/)(n)a

et donc :
EoEiu= lim fi(n).
n— 00
Le raccordement exprime donc que :

lim fq(n) = ao.

’I’]*)OO
L’équation pour fi est :
U 2foft = 2fof1 +4f5 fr = 0.

On exprime le raccord sur u entre la couche extérieure et la couche inté-
rieure & l'ordre €. On a :

Eou = Fy(y) + EF(y) = ao + a1y + agy” + - + k(a1 + 209y + - --),
soit, en variable 7 :
Bou = ag + 20118 + a2(208)* + - + Ek(ar + dagné +--+),

d’o :
El EQ U= ag + 20,1775 + kalf.

D’autre part, on a :
Eyu= fo(n) +&fi(n).

Pour obtenir Eg E; u il faut connaitre le comportement de f] quand n — oc.
On sait que :

.

6 = a9+ TEP.

71— 00
On en déduit que I'on doit avoir :

f= 2+ kar+ -
774)00

On a les comportements suivants :
fo =2 Agn+ By + TEP,
n—00

fu = AP+ Bint Crtoee
n

— 00
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On a déja vu que Ay = ag. En utilisant les comportements de fy et fi
dans I’équation pour f1, on obtient :

B, =24 B,.
ao

Compte tenu que 'on doit avoir :

fi = 2am+kay +---,
n—00

on déduit :
By ~1/2
o -

Alzal, k:2—:—1,72a
ag

7.7. On considére par exemple les opérateurs Eg et E; a 1'ordre 2. On a :
Eru =2 [fo(n) +&f1(n) + & f2(n)]
Eou = xo(y) +&x1(y) + Exa(y),

avec :
Xo =ao+ a1y +agy® + .

En admettant que X/} est développable en série de Taylor au voisinage de y = 0,
on a:

Eou = ag + a1y + agy® + - - -
+E A 0) +yxT (0) + -1+ € [xa(0) + yx5 (0) + -]

Avec y = 21/2€5, on en déduit :
B1 Bou = ag + €[22+ x4 (0)] + €2 [a2(2/20)* + 2/2nx{ (0) + x4(0) |

Avec :
Eyu=2[fo(n) +&fi(n) + & f(n)],

le raccordement s’exprime par :

lim 47 = @ror/e
n—o0 ’177‘ 2

Avec les variables intérieures, les régles de dérivation donnent :

o _lawo|  iwo
0|y T O, ME™ O fzcst’
0 1 0

0lymen  272%€ %‘g—m'
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L’équation de quantité de mouvement s’écrit :

2(fo+EfHEHFELHE1+ )
20 gy 4 60— nff) + €01~ nf})

+§3(3f3 —nfy) + A —nfl) + - ]
23/2

+——=&" [fo—nfo +E2F —nf) + €GB —nf)
+§3(4f3 —nf5) + & Gfr—nfi) +--]
<2V N+ EH + EF )
—(L+pr&" + o) + E2(f + €+ E2f + )+ + ).
Comme apg =0et a; =0,0n a:
lim fj=0, lim f =0.
n—00 T—00

On obtient alors fo = 0 et fi = 0; de plus, on est conduit & prendre n = 4.
Les équations pour fs, f3 et fy sont :

Y = 3fefi 4205 =
03 fafy 4+ 5f S — A f5 =0,
V3 fo i 4+ 6fafs —5fy fa = Afsfi — 3157,

La condition d’adhérence a la paroi (u = 0, v = 0) se traduit par :

f2(0) = f3(0) = f2(0) =0,  £3(0) = f3(0) = f1(0) =

Les solutions sont :

3
f2 = %7
fs = o,
2
_ 2 1 5
fa = agn 1577 .
Les conditions : )
lim 2n — &ror/2
n—oo ’I’]T 2
donnent : )
1 o
a2—§, CLg—O, a4=—E1.

On doit donc avoir a4 < 0 pour que la solution existe & 'amont du point
de décollement.
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Avec les variables extérieures, on a :
Q — } 5—3 2
ox 4 193

y=cst

y=cst

L’équation de quantité de mouvement s’écrit :

1
7€ B(X) +26x5 + 385 + - -

1. _
+767°00 200 +38xs + )G + T +HEXG + NG+
= (L4 pig + o€+ ) +x0 O+ X +HENE

(X + XL XN+ ENE+ )

Les équations pour x1, x2, X3 sont :
XoX1 — X1Xo = 0,
XoX2 = XaXo = 0,
X0X3 — X3Xo = 0.
Les solutions sont :
X1 =Fkixo, X2 =kaxo, X3 =kaXos
et 'on a : )
1 «
I 2 1.4
Xo = 29 6 Y+ .
Les conditions de raccordement déja examinées donnent :
2f5 = ax(2"%n)% + 220 (0) + x5(0),
n—00
1

1%

2fy = as(2)" 4 521X (0) + 22 (0) + x5(0),

1
2f4 . =~ a2Vt +

—00 3!

[\

1
(21/20)3XY”(0)+—§(21/2n)2x¥%0)
+2'20x5(0) + x4(0).

Avec : )
1 of
as=—, a3=0, ag=——,
2= 5 3 4 6
on obtient :

kl = 07 ]{?2 = 23/20417 k3 = 23/2a2.
D’aprés le développement intérieur, on calcule :
0
30 ) =20 + 2P 0) 4 -
9y ),
=23/2212¢ 4 ...

= 748a4x1/2 + -
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Le frottement pariétal s’annule en ayant un comportement en racine carrée
de la distance au point de décollement.

ou

ox
et :

v =
Ainsi,

D’aprés le développement extérieur, on a :

1 _
= 57221/20‘1)(6/ 4.

21/2 2
:mal(y—ga%yg_i_)_F’
1 _

55 2X2+...
21/2 y2 012
2o (2_61y4+...)+...

U P
— et v tendent vers l'infini quand x — 0. Ce comportement est

contraire aux hypothéses de couche limite. Cependant, il ne faut pas en déduire
que les équations de couche limite ne sont pas valables pour décrire le décol-
lement. En effet, c’est la fagcon de résoudre les équations de couche limite qui
est en cause. Les méthodes inverses, par exemple, sont capables de décrire le
décollement avec un comportement parfaitement régulier. Dans les méthodes
de couplage fort, méme en utilisant les équations classiques de couche limite,
le décollement est décrit sans aucun signe de singularité.

Problémes du chapitre 8

8.1.

1. Les grandeurs sans dimension sont :

_pr_
oV2’

v
or oy
au . au 9P

ov
or

oV oP
oy dy

U+V=—+€2(

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent :

Y
L YT
U U
- + - R
or?  Oy?
9%y 9%y

74_7

02

8y2>'
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2. Les équations réduites donnent les équations pour u1, v1, p1 qui sont les
équations d’Euler :

6U1 (9’01
o + By =0,
Lu du om
Yo Yoy T oz’
61}1 61)1 8p1
Ul —— +V—— = ——

Ox oy Oy’

3. Pour écrire les équations pour Uy, Vi, P; on doit développer uy, v, p1 au
voisinage de y = 0 car y = €Y, donc y < 1, et ’on cherche un développement
régulier :
Uup = U0 + Yuiyo + - - -
=wu1o +eYuiyo + -,
V1 = V10 + YV1yo + -
=wv10 —€YUiz0 + .

On verra que v1p = 0. En faisant dés a présent cette hypothése, les équations
de Navier-Stokes deviennent :

v v
oz oy 7
oUy oUy oUy o,  9*U;
o1 bt} Uy U _ ML
Uyuizo + Un 5. T W05 +W Y Ua0 5y = Gy T
oV, oV, oV, oV
—eUrYuigeo + gUlT; + 8’[141()87:51 + {:‘Vlai}/l — &‘Yulzoaiy}
_ Ao i
e oY Y2

Puisque 'on applique la MASC sous forme réguliére, on doit imposer les
conditions aux limites ordre par ordre. On a :

u:u1($7y)+U1($7Y)+7
V=uv(z,y)+eVi(z,Y)+- .

On déduit :
y=0 : wu+U; =0, v1=0, V3=

Pour y - ccon a:

U1—>1, ’01—>0.
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On a aussi :
Y -0, U;—0.

La solution pour ’écoulement extérieur est simplement u; = 1 et v; = 0.
On en déduit les équations pour Uy et Vi :

ou, Uy ouy 9’
Uor Yo Y Vay T v

et I’équation de quantité de mouvement suivant la normale & la paroi est :

oV, oV oP,  9*Vy

1 RASIT 7t .
05 *Vigy = ~ay * ave
4. On pose :
U=1+U,
V =¢ely,
et 'on obtient :
oo,
oxr oy
oUu oUu o*U
U—+V—=e—

oz Oy Oy?’

avec les conditions aux limites :

et :
y—oo : U—1

On retrouve exactement le modéle de Prandtl.
Avec la solution de Blasius, on obtient :

Bo
Vi— =—.
1Y—>oo \/ 2

L’équation de quantité de mouvement transversale est :

ovi oVi  oP 9*W
I+ 5 +Vigy = 5y + oy

On déduit le comportement de P; quand Y — oo :

P OVi  Bo s

oY T ar T 2
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d’ou 5
P o~ 0732y
1 Y —oo 2\/5 )
ou : 5
p ~ L x73/2g,
'y e 22 5
ou encore :

5. Les équations pour ug, ve, ps sont :

Ous  Ov2 _
or oy
8U2 0
e —%(IE +ePy),
0 0
%(Uz +Vi) = —@(p2 +ehy).

Dans les équations de quantité de mouvement, la quantité P; doit étre enten-
due comme le comportement de P; quand Y — oo ; de méme, la quantité V;
doit étre entendue comme le comportement de Vi quand Y — oo.

Les conditions aux limites & prendre en compte sont :

y — 00 :ug =0,
. Bo
Y — 00Uy — ———

\/2%7
y=0:v=0.

La derniére condition permet d’assurer qu’a la paroi la vitesse normale & la
paroi est nulle. La condition d’adhérence & la paroi sur us doit étre abandon-
née.

Compte tenu du comportement de Vi et P; lorsque Y — oo, on effectue
le changement de fonctions suivant :

Uy = U2,
vy = vz + L%,
Bo 3
p2 D2 2\/§
Les équations deviennent :
ous v _
Ox oy
uy _ Ops
oxr Oz’
dvs _ Op;

Ox oy’
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avec les conditions aux limites :

y — 00 :uy =0,
y—o00:vy =0,
s
Nora

y=0:v; =

La solution est alors :

* ﬂO

UQ:

x2+y

2 J2ry?

UQ—

BTV Y
+y

Problémes du chapitre 9

9.1.

1. En substituant le développement extérieur dans les équations de Navier-
Stokes, il vient pour le deuxiéme ordre :

8u1 81}1 _
oz "oy TV
Ouy 3101
(1 + Cly) a + avy = afL' )
dvy _ Op;
1 =
(1+ay)—— e o

2. Les équations de couche limite au premier ordre sont :

g+ W = g
Les équations de couche limite au second ordre sont :
Ay (Uli)U2 - Vl?;}]f - U288U Vzaa[}]})
A*aapz te (982U1 —|—A2%Y[{22 bl

Vi OV Ayop, | 9V
(Ula V18Y> c oy " “avr
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Les équations de couche limite sont résolues en supposant que Uy = /()

Y
avec = ——=. On a :

V2

_ L
Vo
f//l +ffl/ — O,

avec f(0) =0, f/(0) = 0, f'(c0) = 1. D’autre part, le comportement de f
quand 1 — oo est :

Vi [nflff]a

f(n) = n—po+ TEP,

n—00

avec By = 1,21678.

On remarque que la solution de couche limite au premier ordre est indé-
pendante de a.

3. Le raccord sur V impose §; = . En effet, & 'ordre ¢, on a :
E1 V= EVl,

EOE1V:€

1 Y Y
Ve [Vas Va1
ey
2,
E1EqV = vy (z,0).

On en déduit :

vi(z,0) = iz

4. En reportant les comportements de u1, v1, p1 dans les équations extérieures,
on obtient :

by = 27123z =12, g = —2'2aBya/?, ¢y = 2732 Bpa /2,

by = —3 X 2_7/250$_5/2, Cy = 2_5/2(150.%‘_3/2, a; = —2_3/2ﬁ0$_3/2.

5. Le raccord sur la pression donne A3 = . En effet, a I'ordre ¢, on a :

E1 EO P = —21/250,501'1/2,
Eo E1 P = Eo [EPQ(I,Y)] .

On en déduit :
lim Py(z,Y) = —2Y2a8yx/2.

Y — o0

6. Le raccord sur la vitesse U donne A, = . En effet, a 'ordre ¢, on a :

E1EoU =1+eaY,
EoElu = EO [Ul +EU2].
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On a:
lim U1 = 1,
Y —o0
et :
U2 =~ qaY.
Y —oo
7.0n a:
oP,
— =0
Y ’
et :
Py = —2"%afya'?,
d’ou :
@ — 21208212,
ox
Les équations de couche limite au second ordre sont :
Wy Wy _
or oy 7
8U2 aUQ 8U1 aUl —1/2 —1 82U2
Ul A Vi + Uy + Voo = 271/ 12y =22
o Ty T T oy abor "+ Fya

Problémes du chapitre 10

10.1.
1. L’équation réduite est :
dyo
4y =0.
a1z + %o
Avec la condition y(1) = g, la solution est :
Yo = Be' .

On fait le changement de variable = z/d(¢). L’équation initiale devient :

Pour restituer la couche limite en = = 0 il faut garder le terme contenant la
dérivée seconde. La comparaison de ’ordre de grandeur de ce terme avec celui
des autres termes montre qu’il faut prendre 6 = . L’équation réduite restante
est :
d*go
dz?

_gozoa
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d’ott : ) )
Jo=Ae *+Be".
La condition y(0) = « implique :

A+ B =a.

A l'ordre 1, on a :
EEy = fe,
ol E et E sont respectivement les opérateurs d’expansion correspondant a la
couche inférieure et a la couche supérieure. On a aussi :

Ey=Ae " +Be® = Ae /¢ +Be"/¢,

et :
EEy= lim [Ae_’”/g +Be®/*|.
e—0, z fixé
On en déduit que B = 0 pour que le raccord soit possible, d’ott A = . Alors
EEy = 0 et le raccord est impossible puisque EEy # E Ey.
On introduit une couche intermédiaire d’épaisseur v(e). Avec le change-
ment de variable & = z /v, I’équation initiale devient :
3 42
e” d%y 2-3dy 3~3
—— F v —=+ Wz —¢c)y=0
v? dz? dz ( )Y
La comparaison des ordres de grandeur des différents termes deux & deux
montre qu’une limite significative est obtenue en prenant v = £/2. L’épais-
seur de la couche correspondante est intermédiaire entre celle de la couche
supérieure et celle de la couche inférieure. L’équation initiale se réduit & :

dgo

~3
x =
dz

—§=0.

La solution est :
go = Ce_l/(2i2) .

Le raccord entre la couche supérieure et la couche intermédiaire & 'ordre 1
donne : R
EEy = (e,
et :
EEy=C.
d’ou C' = fe.
Le raccord entre la couche intermédiaire et la couche inférieure a 'ordre 1
donne : .
EEy = 0.
On a donc nécessairement B = 0 et, avec la condition A+ B =«a,ona A = a.
La solution composite est donc :

Yo = fel™® —|—/6’ee*1/(2"i2) +ae ¥ —fe.
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2. Pour simplifier, on suppose connue la structure en triple couche mais on
pourrait la retrouver avec la MASC.
L’approximation extérieure est la méme qu’avec la MDAR :

YO = ﬂel_w .
On compléte "approximation de la fagon suivante :
y =Yo(z) + Yo(Z,¢).

L’équation initiale devient :

d2y; d%y; dy; -~
2 dii.zo +€3 deO +€j3d7; —£Ys —|—€3/2533Y0 — &Yy =0.

5 d2%

e est d’ordre €2 quand & = Og(1) et Y s’écrit :
x

Dans cette équation,

Yo =Bel ™" =Be="F = Be(1+--).

On en déduit I’équation pour }N’O :

La solution est : _ =
Yo = —fBe+Ce V),

La condition y(1) = § déja satisfaite par Yy(1) = 5 donne :

- 1 =
T = m . }/0:07
d’ou :
C = pelte/2,

On cherche une AUV sous la forme :
Yo = Yo(a) + Yo(&,¢) + Yo(,e).
L’équation pour Y est :

%Y, —
o~ Yo=0.

La solution est : o ~ ~
Yo=Ae *+Be".

Les conditions aux limites sont :

~ _ 1 ~ —
53:0 . }/0—5—5/04—}/0:0[7 .fzg . Y0—|—Y0—|—Y0=6,
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d’ou : .
(8% ae 2/¢
A=1— = B=—1—o3=
et AUV est :
— Bel™® _Betfelte/2e71/C@F) L X -5 e 2/¢ .
1 *672/5 1 76*2/6

Sous sa forme réguliére, la MASC donne :
=fel™ —Be —I—Bee_l/(%z) +ae ",
3. L’approximation extérieure est toujours la méme :
fo=pBe"".
On cherche une AUV de la forme :
Ya = fo + fo(Z,€) avec T = g
L’équation initiale devient :

dfO d2f0 2 3df
¢’ dz? te dz? tew dz

—cfo+ 37 fo —efo = 0.

Pour regrouper la couche intermédiaire et la couche inférieure en une seule
approximation, on néglige les termes O(g?) :

deO 73df0
dz? te

— fo = fo-
Eventuellement, on peut écire f sous la forme :

fo=Be""=pe T =Be(l—ecx+ ).

Les conditions aux limites pour fy sont :

8l

=0 : fo+fo=q, nézé : fo+fo=5

10.2. Les équations du pont principal sont :

o0y, Vs _,

0xX 9y
oU, —d df Up d2U, B OP,
UO@X +V2 fi (dY> 7U0d?2 *7873

Uo—+

8V2 i df dUo 8P2
dX dX

X 1Y T oy
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Les équations du pont inférieur sont :

ox oy
-~ U, - ol oP, 92U,
ANY +U)—+V [ AN+ —— | = ——— —
( +1)8X+ 1<+ay) X 8Y2,
b _,
)4
Les conditions aux limites & I'infini sont :
? — OO : Ug = 0, Vg =0.
Les conditions & la paroi sont :
Y=0 : U =0 V=0

Le raccord sur les vitesses entre les deux ponts donne :

lim 0y = Af(X), Va(X,0)= lim (‘71+/\17df>.

En outre, dans le pont inférieur, la pression est constante suivant une
normale & la paroi :

P, = P,(X,0).

Si 'on connait la forme de la bosse, c’est-a-dire la fonction f(X), il n’est
pas possible de déterminer directement la solution dans le pont principal ou
dans le pont inférieur. Les problémes sont couplés. Il n’y a pas de hiérarchie
entre les ponts. On dit que 'interaction est forte.

10.3.
Zone 1. Pour le pont supérieur, les conditions aux limites sont :

Y*"—00 : Uf=0, V=0
En outre, le raccord entre le pont supérieur et le pont principal donne :
Vi (X,0) =0,

7 3
car f—a < f— R + % vu que o < om dans la zone 1. Alors, dans le pont

supérieur la solution est (voir Ann. III) :
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Les conditions de raccord sur la pression entre les différents ponts donnent :
Pi(X,0) = Py(X,Y) = P(X,Y) =0.

La solution du pont principal est :

Le raccord entre le pont principal et le pont inférieur donne aussi :

lim U, =T, (X,0) = M.

Y — o0

Les équations du pont inférieur sont :

oxX gy
SoU, .~ 9T,
AY — + AV = ——.
0X AN 9Y?2
Les conditions de paroi sont :
Y=0 : U =0 V=V,(X).
A la frontiére de la couche limite, on a :
Y 00 8—[{1 =
oY

Avec ces conditions, on peut déterminer la solution du pont inférieur et
alors calculer A d’apreés : B
lim U = M\A.

Y —oo

Zone 2. Dans le pont principal, la solution est :

_ Uy — dA
Uy =AX)—=, Vy= %

0 Uo.
a4y 0

Le raccord entre le pont supérieur et le pont principal donne :

— dA
V5(X,0) = lim Vy=——.
2( ’ ) Vgnoo 2 dx
On résout le probléme en se donnant la fonction A(X). On calcule alors
la solution dans le pont supérieur avec :

dA

‘/2*()(7 0) - _ﬁ
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On en déduit la valeur de Pj(X,0) et donc P puisque le raccord sur la
pression entre les différents ponts donne :

P;(X,0) = Po(X,Y) = P,(X,Y).

Dans le pont inférieur les équations a résoudre sont :

ox oy
~oU, .~ 0P 9T,
AVox T =9 T o2

Le raccord entre le pont principal et le pont inférieur donne notamment :

lim U, =0,

Y —o0

m 4o 3m
carﬁ—5<ﬁ+?—mvuquea>?.

A la frontiére du pont inférieur, I’équation de quantité de mouvement
donne alors :

- opP
AVie = _87)(}7
avec :
‘Ze = ~hm ‘71
Y —oo
A la paroi, on a :
}7 =0 : (71 =0.

Une solution possible du pont inférieur, satisfaisant les conditions aux
limites, est :
Ui =0, V="V,

et I'on en déduit la valeur de V), :

Zone 3. Les conditions de raccord entre le pont supérieur et le pont principal
donnent notamment :
Vl* (Xa O) =0,

8—3a+m

—a<
car 8 — « 5

. Or, les conditions aux limites & 'infini sont :

Y*"—-00 : V=0, Uf=0.
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On en déduit que la solution du pont supérieur est identiquement nulle :
Uuf=0, V=0, Pf=0.

Les conditions de raccord entre le pont supérieur et le pont principal
donnent : B
lim U1 = 0,
Y —o0
08—«
2
Le raccord entre le pont principal et le pont inférieur donne :

car <p-a.

V1(X,0) =0,

B8—3a+m [—3a+2m
car < )

La solution dans le pont principal est :

— dU, — dA
U, = A(X)d—?o, Vi=-g3Uo
Le raccord entre le pont principal et le pont inférieur donne :
lim U, =M, V; ddg
Y oo ¥ oo dX
D’autre part, le raccord sur la pression entre les différents ponts conduit 4 :
P, =P, = P{(X,0) =0.

Les équations du pont inférieur sont donc :

v, Vi 0
X oy
~ [7 ~ [7 2~
5,201, .90 _ 20

1/ — =~
X oy  oy?
avec les conditions aux limites a la paroi :

Y=0 : U;=0, Vi =V,(X).
Avec la condition : B
~hm U1 = AA,
Y —oo

I’équation de quantité de mouvement, lorsque Y — oo, donne :

dA
Ai =
dX 0
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Avec A — 0 quand X — —oo, on obtient A(X) =0 d’ou :

lim U; = 0.

Y —oo

La solution du pont inférieur est alors :

U =0, Vi=V,(X).

A Tordre étudié, I'effet de soufflage est limité au pont inférieur dans lequel
la composante de vitesse normale & la paroi n’est pas modifiée.

Zone 4. Les équations du pont inférieur sont :

ox gy
- 9U, ~ 0U, or, 06U,
U= 4+ Vot = —— 1L _
16X+ 18Y ax T ave
o _
oy

Or, le raccord entre le pont inférieur et le pont principal donne :

lim U; =0,

Y —oo
m 3m = ) . o

car 0 < B — 5 <26+a-— - Quand Y — oo, I’équation de quantité de
mouvement suivant X donne alors :

oh _

oX

(9?1 o1 oL o

Comme —= = 0, en utilisant la condition P, — 0 quand X — —oo, on en

déduit que ]51 =0.
En outre, a la paroi, on doit avoir :

Y=0 : U =0 W=V,(X)
Une solution acceptable du pont inférieur est :
U =0, Vi=V,(X).
Le raccord sur la pression entre les différents ponts fournit :

P;(X,0)=Py =P, =0.
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Compte tenu des conditions :
Y*—>00:U;5=0, V5 =0,

la solution du pont supérieur est identiquement nulle :

La solution du pont principal est de la forme :

— Uy —  dA
UQ—A(X)F, V2f dXUO

Le raccord entre le pont principal et le pont supérieur donne :

lim Vs, = V5 (X,0) =0.

Y —oo

Avec A — 0 quand X — —o0, on en déduit A(X) = 0.

Problémes du chapitre 11

11.1.
1. L’équation pour fj est :
d? 1d d
f0+,£+'f0£:0’
dy*  y dy dy
avec :
Yy—00

La solution de cette équation non linéaire est fy = 1. L’équation pour f; est
alors :
Th 14n dn
dy?>  ydy = dy

=0,
avec :

Yy—oo

L’équation linéaire pour f; admet la solution :
o0 eft
fi=A / —dt
y t

qui satisfait la condition & l'infini.
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2. L’équation pour fy est :

d?fo 1 dfo

gz " g+1dg

avec fo(0) = 0. La solution est :

fo=Kn(g+1).

3.0na:
El Eo'LL =1+ 5114(— lnsﬂ — ’7),
EOElu:SlKlng,
d’ou :
1 _
A= , 0K =-0A
¥+ Ine
La solution composite est :
14— /Ooetdt L g+ —t my
u = —dt — n n
y+Ine/, t v+Ine 4 v+Ine 4
ou :
1 Ooeft g
u=1+ —dt +In — .
y+Ine [/, t y+1
11.2.

1. Avec y' = y + ¢, ’équation initiale devient :

Pu  1du  du_,
dy’2 y/ dy’ dy’ -

avec les conditions aux limites :

u(e) =0, lim u=1.

Yy—oo

373

On obtient exactement le modéle de Stokes-Oseen proposé par Lagerstrom.

2. L’équation pour Fj est :

d’F  1dFy  dFy

a? Py Ty 7Y

Avec la condition Fj(oo) = 0 qui satisfait la condition a 'infini pour u, la

solution est :

oo —t
F1:A/ ¢ a,
Y t
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mais la condition en y = 0 ne peut pas étre satisfaite puisque Fy devient infini
quand y — 0. L’équation pour F'y est :
dzfl 1 dFl 1 dFl
= e—-.
dy>  y+1dy gy+1) dy

dF: _
Le terme Ed—l doit étre simplifié pour que F'; soit une fonction de g seulement.
Yy
On a:
dF e Y AecY Al

=A== DDy
dy Yy € Y €Y

L’équation pour F; devient :

d?F, 1 dF; A

dy2  y+1dy  P+1)

Apreés mulitiplication par § + 1, I’équation s’intégre facilement. On a :
Fi=Alng—Aln(y+1)+Bln(y+1) + C,

d’ou :
oo —t
u=1+ 51A/ ert +61Alngy — 51A1n(37 + 1) + 513111(@ + 1) + 6, C.
Y

La condition u = 1 quand y — oo implique B = 0 et C = 0. Apreés avoir
oo —t

développé / - dt quand y — 0, la condition en y = 0 donne :
Y

1—61Ay—6Alne =0,

soit :
1
v+Ine’

01A =

Finalement, la solution est :

1 > gt 7]
u=1+— / C at4m 2|,
y+e |/, ¢ y+1

On retrouve exactement la solution donnée par la MDAR, (probléme 11.1).

3. L’équation pour f; est :

d*fi 1 dfi 1 JAf
dy?  g+1dy  gy+1) dy-
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Avec I'équation pour fi :

¢fo, 1dfh dh
dy? ydy dy

on forme Péquation pour g = fi + f1 :

Cg 1 di

dy?  y+edy dy
oo eft
Avec f| = A/ - dt, on obtient :
y

d2 1 d -y
dy?  y+edy y

Cette équation s’intégre aprés avoir multiplié par y + € :

[e’s) e_t [e’e) 1 ooe_t
=A dt + A — —dt| d 1 .
g /y t+e * 8/y [f+6/§ t } {+ah(y+e)+f

La condition v = 1 quand y — oo implique a = 0 et 8 = 0. La condition
en y = 0 donne :

o eft oo 1 oo eft
(51A{/ —dt—ke/ { / dt} d§}:—1.
0 t+e 0 5 +e€ ¢ t
Remarque 2. En notant qu’au voisinage de y = 0, il n’est peut-étre pas opportun

d’approcher y 4 € par y, on aurait pu prendre pour f; I’équation suivante :

o, L df A
dy? y+e dy dy

Alors, la solution vérifiant fi(co) = 0 est :

oo ¢t
fi :A/ efdt.
y+e t

La condition u(0) = 0 peut étre satisfaite en prenant :

1

ﬁ'
/ ¢ at
¢

£

On remarque que f1 = fi(z,€), ce qui est autorisé avec la MASC généralisée. En
outre, on montre facilement que f; = 0. La solution :

oot

/ e

y+e

ooe,t

/ Y
t

£

est une excellente approximation de la solution exacte.

0A=—

u=1-—
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25

10

[
T

ut

0 1 1 J
1 10 102 10?

Fig. S.4. Profil de vitesse en coordonnées semi-logarithmiques dans la région interne

11.3.
En variables de paroi, I’équation de la région interne s’écrit :

du™ 9,2 (dut 2
au el B
aF + F“L Q*

En y™ =0, on au®™ = 0. Pour y© > 1, cette équation devient :

du™t
+= =
W' gr =L

soit : .
ut = =Iny" +C.
X

Le tracé de la loi de paroi, Fig. S.4, fait apparaitre une zone logarithmique
pour des valeurs de y supérieures & 75. La constante C de la loi logarithmique
vaut environ C = 5, 28.

Au voisinage immédiat de la paroi, le profil de vitesse est linéaire u™ = y™
mais la région ou cette loi est vérifice est trés limitée (y* < 3). Entre cette
région et la loi logarithmique, il existe une région «tampon» (buffer layer).

u
11.4. On exprime le raccord a 'ordre —. On a :
Ue

u ur |1 B
E—1+T[ln ——{2—-w ],
0 N X{ (m}

Ue Ue

et :
-1 2B
BB L —14 [myw_},
Ue Ue [ X Our X



Solutions des problémes 377

ot, dans cette derniére expression, la quantité entre crochets doit étre comprise

. ~ P u
comme étant le comportement de la fonction a y+ fixé lorsque — — 0, c’est-
Ue
7

T

Ued
a-dire lorsque —— — 0o ; on a donc 1 =y — 0.
v
D’autre part, on a :

our,

B = ST f(yt) = SRS,

v
Y
)

U0
Le comportement de f quand — — 0o & = fixé est donné par le comporte-
v

ment de f quand yT — oo, d’otl :

T 1 0 T T
BB, L = Yl v0u | pur
Ue UeX O Ue
U U
Le raccordement Eq E; — = E; Eg — donne donc :
e ue
-1 2B + 1 o, -
1Jru{lny+ v } A T +C’u—,
Ue [ X dur X UeX O V Ue
soit :
j_ Wl ud 2Bur  ur
Ue X v X Ue Ue
On en déduit :
. 1 - U 2B
Ly () 28
Uy X Ue UV
et l'on a :
ur _ /St
u V2

U Ued
La loi de frottement indique donc que — — 0 quand —— — oo; on a
. v

)
aussi — — oo.
v

Un développement composite donne une approximation uniformément
valable de la vitesse dans toute la couche limite :

u u u u
=E)y—+E —-Ei Ey—,
Ue Ue Ue Ue
d’ou :
u Uy B
- = fy+ + —w :|7
L =2 1)+ Zut
ou :
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11.5. Dans la zone de recouvrement, on a simultanément :

— 1
Ye u:—flnn—i—D quand n — 0,
Ur X
u 1 + +
— =—Ilny"+C quand y" — oo.
ur X

En ajoutant membre & membre, on élimine u et ¥ :

Ue 1. w0

— =—1In +C+ D,
Ur X v
1 o1 )
=T+ - 4 O+ D.
X U X OV

Les propriétés de la fonction logarithme impliquent :

i 0 quand Rs — oo.
Ue

On fait le changement de variables :
_ _Yy
(e,5) — (X =0 =Y.

Les régles de dérivation donnent :

o 9 50

9z~ ox 5o
9 _19
dy s0n

L’intégration de ’équation de continuité fournit :
v=—yu.d' (nF' — F) — du,(n — vF) + ducy'F.

L’équation de quantité de mouvement devient :

/
9 <T> = 28F — ByF"? 4 B2 (F — yF'® + yFF")
877 TP ue ’Y

Ue O
- (1 + u’(5> (nF" —~yFF").

La loi de frottement est :
1 1 Ul

—=—lny
7oX v

+C+D.
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Elle montre que v — 0 quand Rs — oo. En dérivant par rapport a z, on

obtient :
gt b (%),
yu, 14+79/x

!
U
On peut donc dire que (3 l—f tend vers zéro comme .
Y Ue
L’équation de quantité de mouvement se réduit & :

a T / 6 /!
g () =20 = (1455 ) o

On intégre par rapport & n & partirden=0oulonar/r, =1let F =0:

T—1:2ﬁF—ﬂ<l+u65/> (nF' — F).

Tp 1)

Enn=1lonart=0,F =0et FF=F; dou:

5/
—1:2ﬂF1 +ﬂ<1 l5> Fl,

et :

L’équation de quantité de mouvement s’écrit :

T F 1
—_=]-— — +2 F’.
p 1’1+<F1+ﬂ)77

11.6. Les échelles de vitesse, longueur et temps des petites structures sont
respectivement v, 1, 7. Entre ces échelles on a les relations :

La premiére relation est issue de la définition de la dissipation (quantité
d’énergie transformée en chaleur par unité de temps); la deuxiéme relation
provient de I’hypothése que le nombre de Reynolds caractéristique des struc-
tures dissipatives est de 'ordre de I'unité; la troisiéme relation relie simple-
ment les échelles de vitesse, longueur et temps. On en déduit en particulier :

L3/4
n= 1A
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Des arguments dimensionnels donnent la forme du spectre dans la zone
des grosses structures et dans celle des petites structures :

E = u’0F(&0),

5/4_1/4 V34
E=v""enf (gm)'
On suppose que le spectre suit une loi en puissance £¢ dans la zone de
recouvrement. On a :

5/4.1/4 ay3a/4_ 2£ apo
v/ %e gigaﬂ = u"LEe”.

La viscosité devant disparaitre, on a :

et I'on en déduit :

On constate donc que la valeur de la dissipation est indépendante de la vis-
cosité, mais le mécanisme de base reste une transformation d’énergie cinétique
de turbulence en chaleur a cause de la puissance de déformation des efforts
visqueux & l'intérieur de ’écoulement. Le mécanisme physique de dissipation
est donc étroitement lié & la viscosité mais la quantité d’énergie dissipée n’est
dépend pas.
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